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conventions  littéraires. 
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CHAPITRE  V. 

PRINCIPE    DE    D'ALEMBERT. 

D'Alembert  douna  le  premier  une  méthode  générale 
pour  déterminer  le  mouvement  d'un  système  de  points 
matériels  sollicités  par  des  forces  quelconques  (*).  Voici 
comment  il  expose  sa  méthode  dans  son  Traité  de  Dy- 
namique, publié  en  1743  (IP  partie,  ci). 

PROBLEME    GÉIÏÉRAL. 

((  Soit  donné  un  système  de  corps  disposés  tes  uns  par 
»  rapport  aux  autres  dune  manière  quelconque^  et  sup- 
»  posons  quon  imprime  à  chacun  de  ces  corps  un  mou- 
»  v^ement  particulier  quû  ne  puisse  suivre  à  cause  de 
»  Faction  des  autres  corps,  Trower  le  mouvement  que 
»  chaque  corps  doit  prendre. 

Solution, 
»  Soient  A,  B,  C,  etc.,  les  corps  qui  composent  Je 

(  '  )  Ce  principe  fut  formulé  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire 
présenté  à  TAcadcmie  des  Sciences,  vers  la  fin  de  Tannée  1742. 

II.  I 
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»  système,  et  supposons  qu'on  leur  ait  imprimé  les  mou- 
»  vemeuts  JL,  ill.  G,  etc.,  qu'ils  soient  forcés ,  à  cause  de 
»  leur  action  mutuelle,  de  changer  dans  les  mouvements 
»  a,  i,  c,  etc.  Il  est  clair  qu'on  peut  regarder  le  mouve- 
))  ment  Jlo  imprimé  au  corps  A  comme  composé  du  mou- 
))  vement  a  qu'il  a  pris  et  d'un  autre  mouvement  a  ;  qu'on 
»  peut  de  même  regarder  les  autres  mouvements  ift, 
»  G,  etc.,  comme  composés  des  mouvements  i,  jS;  c, 
»  X,  etc.;  d'où  il  suit  que  le  mouvement  des  corps  A, 
»  B,  C,  etc.,  entre  eux  aurait  été  le  même  si ,  au  lieu  de 
»  leur  donner  les  impulsions  X ,  ift) ,  8 ,  etc. ,  on  leur  eût 
»  donné  à  la  fois  les  doubles  impulsions  a,  a;  i,  /3;  c, 
T)  K 5  etc.  Or,  par  la  supposition,  les  corps  A ,  B ,  C ,  etc., 
))  ont  pris  d'eux-mêmes  les  mouvements  «,  è,  c,  etc.; 
»  donc  les  mouvements  a,  |3,  x,  etc.,  doivent  être  tels, 
»  qu'ils  ne  dérangent  rien  dans  les  mouvements  a,  i, 
»  c,  etc.,  c'est-à-dire  que  si  les  corps  n'avaient  reçu  que 
»  les  mouvements  a,  j3,  x,  etc.,  ces  mouvements  auraient 
»  dû  se  détruire  mutuellement,  -et  le  système  demeurer 
»  en  repos. 

»  De  là  résulte  le  principe  suivant,  pour  trouver  le  mou- 
»  vement  de  plusieurs  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
»  les  autres.  Décomposez  les  moui^ements  X,  ift).  G,  etc, 
»  imprimés  à  chaque  corps,  chacun  en  deux  autres  a,  a  -, 
»  J,  j3;  c,  x;  etc,  qui  seront  tels,  que,  si  Von  n^eût  im- 
»  primé  aux  corps  que  les  mouvements  a,  è,  c,  etc. y  ils 
»  eussent  pu  conserver  4pes  mous^ements  sans  se  nuire  ré- 
»  ciproquement^  et  que,  si  on  ne  leur  eût  imprimé  que 
»  les  moui^ements  a,  j3,  x,  etc^  le  système  fût  demeuré 
»  en  repos;  il  est  clair  que  a,  i,  c,  etc,  seront  les  mou- 
»  s^ements  que  ces  corps  prendront  en  vertu  de  leurac- 
»  fzow.  Ce  qu'il  fallait  trouver.  » 

Il  parait  qu'avant  d'Alembert,  Fontaine  avait  aperçu  le 
principe  qui  nous  occupe;  car  dans  la  Table  des  Mé- 
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moires  de  Fontaine,  qui  précède  son  Traité  de  Calcul  dif- 
férentiel et  intégral  {;j^,  3)j  nous  trouvons  qu'il  avait  com- 
muniqué ce  principe  à  TAcadémie  en  1739.  Toutefois, 
les  idées  de  Fontaine  sur  ce  sujet  ne  furent  publiées  que 
longtemps  après  Tapparition  du  Trai\ê  de  Dynamique^ 
et  d'Alembert  a  certainement  Thonneur  d'avoir  montré 
la  merveilleuse  fécondité  du  principe*  Une  des  plus  belles 
applications  qu'il  en  fit  eut  pour  résultat  la  solution  com- 
plète du  problème  de  la  précession  des  équinoxes ,  pro- 
blème qui  jusqu'à  cette  époque  avait  résislé  aux  efforts 
réunis  d'un  grand  nombre  de  géomètres  et  de  Newton  lui- 
même. 

On  peut  encore  voir  l'origine  de  la  découverte  de  d'A- 
lembert  dans  un  Mémoire  de  Jacques  Bernoulli  publié  en 
1686  dans  les  Acta  eruditoruniy  sous  le  titre  :  Natratio 
contro{fersiœ  inter  Dn.  Hiigenium  et  Abbatem  Catela- 
nwn  agitatœ  de  centra  oscillationis,  etc.  (*).  Il  s'agissait 
du  pendule  composé.  Bernoulli  commit  une  méprise  dans 
la  solution^  néanmoins  il  montra  comment  un  problème 
de  dynamique  peut  se  ramener  à  un  problème  de  statique . 
ce  qui  est  le  fond  de  la  méthode  de  d'Alembert  (*)  * 

(')  Jacques  Bernoulli,  Opéra,  t.  I,  p.  377. 

(')  Voici  le  raisonnement  de  Bernoulli  : 

Soient  A ,  A'  deux  poids  égaux  liés  à  une  droite  rigide  et  libre  détourner 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  ;  le  premier  de  ces  poids 
sera  le  plus  éloigné  de  l'extrémité  fixe.  Le  système  étant  écarté  de  la 
verticale»  on  l'abandonne  à  lui-même.  Soient  r  et  r'  les  distances  des 
poids  au  point  de  suspension  y  v  et  v'  les  vitesses  de  ces  poids  corres- 
pondances à  une  position  du  système  choisie  à  volonté ,  u  et  u'  les  vitesses 
qu'auraient  ces  deux  eofps  aux  mèmet  points  s'ils  étaient  descendus  dans 
les  jnèmes  circonstances  initiales  en  formant  chacun  un  pendule  séparé. 
La  liaison  du  système  a  fait  acquérir  au  corps  A  la  vitesse  f  —  u ,  et  au 
corps  B  la  vitesse  négative  —  (u'  —  f')  ;  or  ces  vitesses  acquises  doivent  se 
faire  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,'  laquelle  constitue  un  levier;  donc 
V  —  tt  :  u'—  v'  ::  r':  r. Telle  est  la  relation  qui  détermine  le  mouvement  du 
système. 

Si  Bernoulli  eût  remplacé  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  tini 

I  . 
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On  trouvera  de  plus  amples  développements  sur  ce 
point  de  l'histoire  des  sciences  dans  la  Mécanique  ana- 
lytique de  Lagrange,  II®  partie,  i*^**  section,  et  dans  Y  His- 
toire des  Mathématiques  de  Montucla,  IV®  partie,  vu®  li- 
vre, §3,  etV*  partie,  m*  livre,  §  4- Dans  les  Traités 
modernes,  on  énonce  le  principe  de  d'Alembert  sous  Tune 
des  formes  suivantes  : 

Lorsquun  système  matériel  est  en  mouvement  sous 
l  ^action  de  forces  quelconques,  les  forces  qui  seraient 
capables  de  produire  le  mouvement  observé ^  si  tout  le 
système  était  libre,  font  équilibre,  en  vertu  des  liaisons, 
aux  forces  réellement  appliquées  prises  en  sens  con^ 
iraires, 

Lorsquun  système  matériel  est  en  mouvement  sous 
Faction  de  forces  quelconques,  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  au  moyen  des  liaisons. 

Souvent,  pour  abréger,  on  nomme  forces  effectives 
les  forces  qui  produiraient  le  mouvement  observé  si  tout 
le  système  était  libre. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    MATÉRIEL. 

1 .  Nous  allons  d'abord  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  matériel  assujetti  à  rester  dans  V  intérieure  un  tube 
qui  change  à  chaque  instant  de  position  et  même  de 
forme. 

Nous  supposerons  le  tube  assez  étroit  pour  que  le 
point  matériel  ne  puisse  pas  oscillet  transversalement 
dans  son  intérieur,  et  nous  négligerons  le  frottement. 


dp    du' 
par  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  infiniment  petit,  -rf  -r-t  son 

dt     dt 

raisonnement  eût  été  une  application  exacte  du  principe  attribué  à  d*A- 

lembert, 
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L'axe  de  ce  lube  pourra  former  une  courbe  à  double 
courbure. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires  fixes 
dans  l'espace.  Soient 

Jc^j^  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  l'époque  t  ^ 

X  -h  dx ,  j  -h  djr^  z  -i-  dz]es  coordonnées  du  même 
point  à  l'époque  infiniment  voisine  t-^-dt-^ 

x^-âx^j-}-  âjr^  z  -^âz  les  coordonnées  d'un  point 
du  tube  infiniment  voisin  du  point  [x^y^  z)\ 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point  maté- 
riel. 

Donnons  au  point  matériel  un  petit  mouvement  vir- 
tuel qui  le  fasse  passer  de  la  position  (x^j^z)  à  la 
position  {x  +  dx^  J+^J^  z  +  dz).  Le  principe  de 
d'Alembert,  combiné  avec  celui  des  vitesses  virtuelles, 
nous  fournit  l'équation 


(A) 


Les  coordonnées  x ,  y ,  z  sont  encore  assujetties  à  véri- 
fier les  équations  du  tube , 

Ces  trois  équations  pourront  nous  donner  x,j^,  z  en  fonc- 
tion de  f ,  et  alors  le  problème  sera  résolu. 

Clairaut  a  traité  cette  question  et  plusieurs  autres  du 
même  genre  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  Recueil 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  1742. 

Appliquons  ces  formules  à  quelques  exemples  : 

2.  Un  tube  rectiligne^  situé  dans  un  plan  horizontal, 
tourne  autour  de  Vun  de  ses  points  ai^ec  une  vitesse  an- 
gulaire telle j  que  la  tangente  de  l'angle  décrit  soit  pro- 
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portionnelle  au  temps.  Déterminer  le  mouv^ement  d^un 
point  matériel  placé  dans  V intérieur  de  ce  tube. 

Nous  prendrons  le  plan  horizontal  pour  plan  des  xy^ 
et  la  position  initiale  du  tube  pour  axe  des  x. 

Soit  y  =  ktx  Téquation  du  tube  à  l'époque  f  ;  h  sera 
une  constante. 

Dans  la  formule  générale  (A)  on  n'a  pas  à  considérer 
les  termes  en  z ,  et  Ton  doit  poser 

X  =  Y  =  o,     ByzizktSx, 
Il  vient 

d^  X  d^ Y 

dt'  dt' 

De  plus,  l'équation  du  tubedonne  la  relation 

d^y        ,    d'^x  ,  dx 

dt^  dt'  de 

r  .  d*Y 

Eliminant  ^rr  '  on  obtient  une  relation  entre  les  deux 
dt^ 

variables  x  et  f , 

d^x    dx  ik^t    . 


dt^  '  dt        i-^kU^ 
L'intégrale  première  est 

log  —  +  log  (i  +  X '  t^)  =r  const., 

ou,  si  Ton  nomme  (3  la  vitesse  initiale  du  point  dans  le 
tube, 


dx^ 


pdt 


On  tire  de  là ,  en  nommant  a  la  valeur  initiale  de  a:,  * 

8 
x  =  a  -h  ^  arc  tang  (kt)y 

n 

et,  par  suite, 

y  =  akt  -h  p  /  arc  tang  {ht). 

Prenons  des  coordonnées  polaires  r,  0 ,  dont  l'origine 


X=:a-r-j:., 
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soit  au  centre  de  rotation,  et  dont  Taxe  soit  la  direction 
initiale  du  tube. 

Nous  aurons,  d'après  les  valeurs  précédentes, 

=-! 

J=  U-f-|ôj»angô; 

d'où  résulte  l'équation  de  la  trajectoire , 

a>î-  -h  3  0 

r  = — • 

/•  ces  6 

W.  W. 

3.  Déterminer  le  mous^ement  d'un  point  pesant  placé 
dans  Vintérieur  dHun  tube  rectiligne  qui  décrit  un  cône 
droit  autour  de  la  verticale  d'un  mouv^ement  uniforme. 

Soient  OL  l'inclinaison  du  tube  sur  la  verticale  et  w  la 
vitesse  angulaire  de  la  projection  du  tube  sur  un  plan  ho- 
rizontal. 

Prenons  l'origine  au  sommet  du  cône ,  l'axe  des  z  di- 
rigé en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  l'axe  des  x  dans 
le  plan  vertical  qui  contient  le  tube  à  Torigine  du  temps. 
La  vitesse  o)  sera  comptée  positive  lorsque  le  mouvemen 
en  projection  horizontale  aura  lieu  de  l'axe  des  x  vers 
l'axe  des  y. 

Il  nous  faut  poser  dans  la  formule  (A) , 

X=Y=o,     Z=:  — g'; 

puis  éliminer  deux  des  coordonnées  x^  y^  z  k  l'aide  des 
équations  du  tube , 

r  six'  -H  r* 

-  =  tangw?,      ^^  =  tanga. 

jc  z 

Mais  nous  arriverons  à  des  formules  plus  simples  si 
nous  employons  des  coordonnées  polaires ,  savoir  les  an- 
gles a  et  co  / ,  et  la  distance  rdu  sommet  du  cône  au  point 
matériel  comptée  positive  de  bas  en  haut. 
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Les  formules  de  transformations  sont  les  suivantes  : 

!x-=.  rsinacoSb)^, 
y  =  rsinasin  wf^ 
z  =  r  cosa. 
On  en  tire 

$xzr='^^r,     Sr=^Sn     $z=z-Sn 
r  r  r 

D'après  ces  valeurs,  la  formufe  (A)  donne d'abordréquation 

d'x  d^r         d^z 

Mais  il  faut  remplacer  ici  les  variables  x  ^y^z  par  les  va- 
riables r^oi  etf ,  à  l'aide  des  relations  (i).  Afin  d'abréger 
cette  substitution ,  observons  que  si  l'on  diffërentie  deux 
fois  la  relation 

on  obtient 

jTé/'or-h/rf'j-f-zrf'z  =  dr^  -i^  rd^ r  —  (djc'-f- «(r'4-  dz"). 

D'ailleurs  la  quantité  dx^  +  dy*  -+-  dz*  qui  figure  ici  re- 
présente le  carré 'de  la  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  situés  sur  la  surface  du  cône  5  et  le  carré  de  cette 
distance  peut  encore  se  représenter  par  la  somme 

^/.a -+- r  *  sin»  a .  w»  £/f  % 

car  cette  distance  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
infiniment  petit  dont  les  côtés  sont  dr  et  rsina.(ùdt. 
On  a  donc 

xd^x  -^ yd^y  -^zd"^  zz=,  rd^r—  r^sïn^  a.a^dtK 


Substituant  cette  valeur,  on  trouve  l'équation  transformée 


—  —  r«*  sm'  a-^  g  COSa  =  o , 


\         w'sin'a/  ,   .  ,     /         g' cosa  \ 
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dont  Fintégrale  est 

^    '  w'  sin'  a 

Les  constantes  C  et  C!  se  déterminent  par  les  données  ini- 
tiales. 

Supposons  que  le  point  matériel  soit  lancé  du  sommet 
du  cône  le  long  du  tube  avec  la  vitesse  m. 

Nous  aurons 

^«^«"«-C  +  C,      _?_  =  C-C'; 


w*  sin*  a  '      ot)  sin  a 

d'où 

g  s 

u  —  -  cet  a  w  -f-  -  cot  a 

g' ces  a  w  w<8ina  w  —  w«sina 

&>'  sin?  a  2  b>  sio  a  2  &>  siu  a 

Si  M  >►  -  cota,  r croit  jusqu'à  Finfini,  le  mobile  s'é- 
loigne indéfiniment. 

Si  14  =  -  cot  a ,  r  croît  sans  cesse  et  s'approche  toujours 

de  la  valeur  ^  .  ^    sans  jamais  pouvoir  l'atteindre.  Ainsi 

le  mobile  se  meut  toujours  dans  le  même  sens,  mais  ne 
dépasse  pas  une  certaine  position. 

Si  M  <  -  cot  a  \  alors,  posant 

or 

«  =  2.  cota  —  ô, 

Cl) 


nous  avons 

u  -^h 


b)Sina       2Gt> 


sm  a  L  J 

d'où  nous  voyons  que  si  la  vitesse  u  est  positive,  le  mobile 
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cesse  de  monter  pour  commencer  à  descendre  à  T époque 


r  = 


2&>  sma 


log(.  +  ^), 


pour  laquelle  —  s'annule.  Depuis  cette  époque,  le  mobile 

descend  indéfiniment  dans  la  partie,  inférieure  du  tube 
avec  une  vitesse  toujours  croissante. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  tube  tournerait 
dans  le  plan  horizontal. 

Il  faut  poser  a  =  -  dans  l'équation  (2).  Elle  devient 

r=  C<?     -h  Ce 

Admettons  que  le  point  matériel  parte  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  distance  au  centre  égale  à  c ,  et  représentons 
par  CT  l'arc  décrit  dans  le  temps  t  par  le  point  du  tube 
d'où  le  mobile  est  parti.  Alors  l'équation  de  la  trajectoire 
pourra  s'écrire 

Sous  cette  forme,  elle  représente  une  chaînette  dont  a 
serait  l'abscisse  et  r  l'ordonnée. 

Ce  cas  particulier  constitue  le  premier  problème  où 
l'on  ait  étudié  le  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  ligne  mobile.  Il  est  dû  à  Jean  Ber- 
noulli  (*).  Ampère  l'a  résoki  dans  les  Annales  de  M.  Ger- 
gonne,  t.  XX,  p.  37. 

4.  Étudions  le  moui^ement  d'un  point  matériel  assu- 
jetti à  rester  sur  une  surface  qui  change  à  chaque  instant 
de  position  et  de  fortne, 

(')  Opéra,  i,  IV,  p.  a/jS, 


DYNAMIQUE.  1  1 

On  pourra  se  représenter  le  point  matériel  comme  ren- 
fermé entre  deux  surfaces  parallèles  infiniment  voisines. 
Nous  ferons  abstraction  du  frottement. 

Soient 

x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  Tépoque  t\ 

x-h  dx,  y  -h  dy-y  z  -h  dz  les  coordonnées  du  même 
point  à  répoq\ie  infiniment  rapprochée  t-i-dt-y 

x-h  ix^y  -h  àjy  z  -^-dz  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  infiniment  voisin  du  point  (x^y^  z)  \ 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point. 

Le  principe  de  d'Alembert,  combiné  avec  celui  des  vi- 
tesses virtuelles ,  nous  donne  Téquation 

Les  variables  x^y^  z^t  doivent  encore  vérifier  l'équation 
de  la  surface  mobile, 

F(.r,  y,z,  t)z=iO. 

Cette  dernière  équation  nous  permet  d'éliminer  la  varia- 
tion dz\  car  elle  nous  donne 

r/F  ^         dY  ^         d?  ^ 

T-  ^-^  4-  :7-  ^r  -f-  -r-  «y*  =  o, 

dx  dy  dz 

Il  en  résulte 

Maintei>ant  les  variations  cîa:,  (î/  sont  tout  à  fait  ar- 
bitraires ;  il  faut  donc  que  leurs  coefficients  soient  sépa- 
rément nuls.  Ceci  nous  fournît  les  trois  équations  sui- 
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vantes,  dont  Tune  est  une  conséquence  des  deux  autres, 

\'dF'~'^)dp-\dF''  ^j'd;' 

IdKx      ^\dF_(d'z  \dF 

(dW  _J\  dF_  (d^_^\  ^ 
\dr  )dœ'^\dt^  )  dy' 

Deux  de  ces  trois  équations ,  conjointement  avec  celle  de 
la  surface,  détermineront  x^  y^  z  en  fonction  de  f ,  et  le 
problème  sera  résolu. 

6.  Déterminer  le  mouvement  dun  point  pesant  lancé 
le  long  d'un  plan  qui  tourne  uniformément  autour  d'un 
axe  horizontal. 

Prenons  Taxe  de  rotation  pour  axe  des  a:,  la  verticale 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  pour  axe  des  z,  et 
Finstant  où  le  plan  est  horizontal  pour  époque  initiale. 
Nommons  w  la  vitesse  angulaire  du  plan  comptée  positive 
lorsque  la  rotation  a  lieu  de  Taxe  des  j^  vers  l'axe  des  z. 

Nous  avons  d'abord 


d'x  ^         d^r  ^         /d'z         \  ^ 


:  O. 


Au  lieu  d'éliminer  z  par  l'équation  du  plan,  -  =  tang  o)  t , 

il  nous  sera  plus  commode  de  remplacer  les  coordonnées 

j,  z  par  Tangle  décrit  «  <  et  par  la  distance  du  mobile  à 

Taxe  de  rotation.  Soit  r  cette  distance.  Les  formules  de 

transformation 

/=rrcosw/,      z  =  r  sïnoit, 

donnent 

(î/ =  cosw^.^r,     (Î3  =  sinwf.^r; 

d^Y  d^r  dr 

--4-  =  coswf.  — rr  —  2w  sm wf.  —  —  w^  cosw/.r, 

dt^  dt^  dt  .        ' 

ûf'z  .  rfV  dr 

— pr  =  sinwf.  ----  +  2w  cosot)^.  -; w^  sin  wf.r. 

dt^  dt^  dt 
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De  ces  valeurs  on  conclût  réqualion  transformée' 
d^x^  fd'r  .        \  ^ 

Ici  âx  et  (Jr  sont  à  volonté;  on  doit  donc  poser 

d'^x  d^  r 

—- —  =  0,     et     --^ w'r— ^^sinwr  =  o. 

dr  dV  ^ 

La  première  équation  a  pour  intégrale 

x=i  kt-\-  A'; 

l'intégrale  de  la  seconde  s'obtient  par  la  méthode  commune 
des  équations  linéaires;  elle  est 

Les  quatre  constantes  A,  A',  B,  B'  se  déterminent  sans 
difficulté,  quand  on  connaît  la  position  et  la  vitesse  ini- 
tiales. 

Supposons  en  particulier  que  le  mobile  parte  de  Tori- 
gine  des  coordonnées  sans  vitesse  initiale.  Alors 

A=:A'  =  o,     B  =  -i-,      B'  =  — T^-, 
et,  par  conséquent , 

S       f    ùii  Oit  .  \ 

jp^Q,       r=y2_(^e     — e         — 2sin&>rj. 

Lorsque  t  est  très-grand,  le  mobile  décrit  dans  l'espace 
une  courbe  qui  est  à  très-peu  près  la  spirale  logarithmique 

l'angle  B  tenant  ici  la  place  de  tùt. 

Nos  formules  supposent  que  le  point  matériel  reste  sur 
le  plan.  Or,  si  le  point  matériel  est  simplement  posé  sur 
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le  plan,  il  finira  par  rabandonner.  Déterminons  l'époque 
à  laquelle  cette  séparation  aura  lieu.. 

Soit  R  la  réaction  que  le  plan  exerce  sur  le  mobile.  Il 
y  a  constamment  équilibre  entre  la  réaction  R ,  la  pesan- 
teur et  la  force  accélératrice  eifective  prise  en  sens  con- 
traire-, par  conséquent,  les  projections  des  deux  pre- 
mières forces  sur  la  \erticale  sont  égales  à  la  projection 
de  la  troisième.  De  U  l'équation 

—  =:  g  —RCOSW/. 

Si  Ton  y  remplace  --r^  par  sa  valeur  en  r  et  f ,  donnée 

plus  haut ,  puis  r  et  ses  dérivées  par  les  valeurs  en  t  qui 
résultent  de  la  seconde  équation  du  mouvement,  il  vient 

R=:2o^cos«r  —  2w' (Bc"  — B'e^'^*  )• 

Ainsi  la  réaction  est  nulle,  et,  par  suite,  le  mobile 
abandonne  le  plan ,  à  l'époque  qui  vérifie  l'équation 

4cos«r=Be"'~B'e~"'. 

6.  Déterminer  le  moui^ement  dhin  point  matériel 
placé  dans  Vintérieur  d*un  tube  circulaire  gui  tourne 
uniformément  dans  un  plan  horizontal^  autour  de  l'un 
des  points  de  sa  circonférence.  On  supposera  le  point 
matériel  placé  sans  vitesse  initiale  à  V extrémité  du  dia- 
mètre qui  passe  au  centre  de  rotation . 

Soient  w  la  vitesse  angulaire,  et  9  l'angle  au  centre 
mesuré  par  l'arc  que  le  point  matériel  a  parcouru  sur  le 
cercle  mobile. 

On  trouve 

sin  -  =  —  ; 

d'où  Ton  voit  que  le  point  matériel  s'avance  sans  cesse 
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vers   le   centre  de  rotation,  sans  jamais  pouvoir  l'at- 
teindre. 

W.  W. 

7.  Déterminer  le  mous^ement  d'un  point  pesant 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  plan  qui  tourne  avec  une 
vitesse  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  ce 
même  plan. 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  du  plan ,  r  la  distance  du 
mobile  à  Taxe  de  rotation,  z  la  distance  du  même  point 
au-dessous  du  plan  horizontal  qui  contient  sa  position 

initiale,  a,  a  et  S  les  valeurs  initiales  de  r,  -r  et  —-• 


On  trouve 


^  =  ^  g'''  +  pr, 


d'où  l'on  tire  Téquation  de  la  courbe  décrite  sur  le  plan, 


w  «  4-  a  § 


W.  W. 


8.  TJn  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  une 
courbe  liée  à  un  axe  vertical ,  autour  duquel  elle  tourne 
uniformément ^  on  demande  à  quelle  condition  cette 
courbe  doit  être  assujettie  pour  que  le  point  glisse  d'un 
mous^ement  uniforme. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent  ;  et 
soient  oo^  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe, 
ds  la  différentielle  de  l'arc. 

La  composante  tangentielle  de  la  pesanteur,  g  -j  j  doit 

faire  équilibre  à  la  composante  tangentielle  de  la  force 
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centrifuge,  ^^*  ( ^ ;i-  "+-  J  -r  )  ?  donc 

gdz  -f-  w'  (  xdx  -f-  ydy)  =  o , 
i  H (j:'  +  r')  =  const. 

Ainsi ,  la  courbe  doit  être  tracée  sur  un  paraboloïde  de 
révolution  autour  de  Taxe  de  rotation ,  le  paramètre  de  la 

or 

parabole  génératrice  étant  -^• 

Question  proposée  au  concours  d'agrégation,  année  i85o. 

SECTION  IL 

QUESTIONS    DIVERSES. 

1 .  Considérons  un  système  de  points  matériels  soumis 
à  des  forces  et  à  des  liaisons  quelconques. 

Soient 

w,  /Wj,  nify  etc.,  les  masses, 

a,    au   a, ,  etG«,  les  positions  à  l'époque  t] 

i ,   il ,    £, ,  etc. ,  Içs  positions  a  l'époque  t-i-dt-^ 

c,  Cl,  Cj,  etc.,  les  positions  qu'auraient  les  mêmes 
points  à  l'époque  t-^-dt^  si  pendant  l'instant  dt  ils 
eussent  été  libres  de  toutes  liaisons ,  les  forces  extérieures 
restant  les  mêmes. 

Les  distances  ci,  Ciii,  c^i, ,  etc.,  mesurent  les  Jéwa- 
tions  instantanées  dues  aux  liaisons. 

Ceci  posé ,  proposons-nous  de  démontrer  que  le  mou- 
y^ement  d^un  système  de  points  matériels  y  liés  entre  eux 
d'une  manière  quelconque,  s'opère  à  chaque  instant  y  de 
telle  sorte,  que  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en 
multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  sa 
dés^iation  instantanée  due  aux  liaisons^  est  inférieure 
à  celle  que  Von  trousserait  en  supposant  quà  V époque 
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t-^dt  les  points  aient  d'autres  positions  |3 ,  |3i ,  (3, ,  etc., 
compatibles  ai^ec  les  liaisons. 

Dans  le  mouvement  réel ,  les  forces  perdues  à  l'époque  t 
sont 

Or  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  en  vertu  des 
liaisons  ^  par  conséquent ,  si  nous  donnons  aux  points  du 
système  des  déplacements  virtuels  6(3,  5ij3i,  ^T^j,  •  •  .  , 
nous  aurons,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 

y /w6^.6^cos(c^P)  =^ 


D'ailleurs 

donc  la  différence 


7  7  2  /\ 

cp   =1  cb    -4-  6p    —  a6c.6pcos(c6p); 


V/ncp'  — V/wc6    =z\mbp    —  2  y/w^c.6pcos(c6p) 

est  toujours  positive  ]  c'est-à-dire  que  la  somme   rela- 
tive aux  déviations  réelles,  ^^mcb  ,  est  inférieure  à  la 

somme  V  me  (3,  relative  à  tout  autre  système  de  dévia- 
tions compatibles  avec  les  liaisons. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  le  cas  où  les  mouvements  libres 
ne  peuvent  exister  par  suite  de  conditions  nécessaires,  ces 
mouvements  sont  modifiés  parla  nature,  delà  même  ma- 
nière que  le  calculateur,  appliquant  la  méthode  des 
moindres  carrés,  modifie  les  nombres  observés  lorsqu'ils 
se  rapportent  à  des  grandeurs  qui  sont  assujetties  à  des 
relations  nécessaires. 

Gauss,  Journal  de  M.  Crcllc,  t.  IV,  p.  'aSîi. 

It.  •    2 
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!2.  Considérons  un  système  de  points  assujettis  à  des 
liaisons  quelconques  et  un  second  système  semblable  an 
premier  quant  à  la  disposition  et  quant  aux  liaisons. 
Soit  ex.  le  rapport  de  similitude  linéaire  entre  les  deux 
systèmes.  Supposons  de  plus  que  j3  soit  le  rapport  des 
masses  entre  les  points  homologues  ,  et  y  le  rapport  des 
forces  semblablement  dirigées  qui  agissent  sur  les 
points  homologues  dans  la  position  initiale  et  dans  les 
autres  positions  semblables .  Dans  ce  cas ,  le  mouvement 
des  deux  systèmes  sera  semblable ,  c'est-à-dire  que  les 
points  homologues  décriront  des  courbes  semblables  dans 
des  temps  proportionnels  :  le  rapport  des  temps  sera 


v^ 


=  0, 


-9 

7 
et  celui  des  vitesses 

En  effet,  nommant  m  la  masse  d'un  point,  et  X ,  Y,  Z 
les  forces  motrices  qui  le  sollicitent  parallèlement  aux 
axes,  nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  pre- 
mier système  par  l'équation 

étendue  à  tous  les  points  de  ce  système.  Si  nous  supposons 
que  le  second  système  soit  homo  thé  tique  au  premier  par 
rapport  à  Torigine,  ce  qui  ne  nuit  point  à  la  généralité, 
nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  second  sys- 
tème par  l'équation 
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étendue  à   tous  les  points.   Or  cette  équation  coïncide 
avec  la  première  quand  on  y  remplace  dt  par  i/—rff. 

Cela  suffit  pour  la  démonstration. 

Mais  pour  se  rendre  pleinement  raison  de  ce  théorème, 
il  faut  observer  que  dans  les  questions  de  dynamique,  il 
entre  trois  quantités  tout  à  fait  indépendantes,  Tespace, 
le  temps  et  la  masse ,  et  deux  autres  quantités  qui  dépen- 
dent des  premières,  la  vitesse  et  la  force.  La  vitesse  est 
proportionnelle  à  l'espace  parcouru  et  en  raison  inverse 
du  temps.  La  force  est  proportionnelle  à  la  masse,  à  la  vi- 
tesse communiquée  et  en  raison  inverse  du  temps ,  ou , 
ce  qui  revient  au  même ,  la  force  est  proportionnelle  à  la 
masse,  à  l'espace  qu'elle  fait  parcourir  et  en  raison  inverse 
du  carré  du  temps. 

Les  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse  sont  tout 
à  fait  arbitraires  *,  par  conséquent,  les  équations  qui  pro- 
viennent d'une  question  de  dynamique  ne  peuvent  être 
altérées  quand  on  multiplie  respectivement  les  longueurs, 
les  tepaps  et  les  masses  pour  des  nombres  à  volonté  a,  £  et 
|3  5  pourvu  que  l'on  multiplie  en  même  temps  les  vitesses  et 

les  forces  par  les  nombres  y/  =  -  >  et  y  =  -^• 

Le  théorème  qui  nous  occupe  est  dû  à  Newton  [Prin- 
cipiay  lib.  II,  prop.  Sa).  Il  constitue  une  vraie  théorie 
de  la  similitude  en  mécanique,  laquelle,  comme  Ton 
voit,  résulte  de  l'homogénéité  des  équations  par  rap- 
port aux  trois  espèces  de  quantités  qui  y  figurent.  Quel- 
ques applications  feront  sentir  son  importance  théorique' 
et  pratique. 

Deux  points  matériels  égaux  attirés  vers  un  centre 
fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  n''"*'  puissance 
de  la  distance  partent  sans  vitesse,  Vun  d'une  dis- 
tance a,  Vautre  d'aune  distance  a'.  Leurs  distances  ou 
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centre  d'attraction  seront  proportionnelles  après  des 
temps  dont  le  rapport  est 


En  effet , 


donc 


Si  w  =  1 ,  les  distances  seront  proportionnelles  après 
des  temps  égaux,  et,  par  conséquent ,  les  mobiles  arrive- 
ront en  même  temps  au  centre  d'attraction  (*). 

L'application  suivante  a  été  signalée  par  M.  J.  Ber- 
trand ('). 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  pré^foir,  par  des  expé- 
riences en  petit,  la  valeur  d'une  intention  mécanique 
dont  la  réalisation  sur  une  grande  échelle  serait  trop 
coûteuse.  Il  s*agîra,  par  exemple,  d'une  locomotive,  et 
l'appareil  construit  sera  a  fois  plus  petit  que  la  machine 
projetée. 

Le  rapport  des  masses  sera  a*,  celui  des  forces  dues  à 
la  pesanteur  sera  de  même  cf}  ^  par  conséquent ,  le  rapport 
des  autres  forces  qui  agissent  sur  les  deux  systèmes  doit 
aussi  être  a'.  De  là  il  résulte  que  le  rapport  des  vitesses 
^  sera  ^  comme  le  rapport  des  temps ,  et  le  rapport  des 
travaux  a*.  Examinons  séparément  les  différentes  forces 
qui  se  trouvent  en  jeu.  Les  pressions  de  la  vapeur  sur  les 


(  ^  )  EuLER ,  Mechanica,  1. 1 ,  cap.  m ,  $  3o8. 

(■)  Newton,  Principia,  lib.  I,  prop.  xxxtiii,  cor.  2. 

(*)  Journal  de  rÉcoU  Polj^têchnique,  XXXII«  cahier,  p.  18 
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pistons  devant  être  dans  le  rapport  de  «'  à  l'unité,  les 
*  tensions  rapportées  à  des  surfaces  égales  devront  être  dans 
le  rapport  de  a  à  Puni  té.  Les  résistances  de  l'air  étant 
proportionnelles  aux  surfaces  et  aux  carrés  des  vitesses, 
elles  se  trouveront  naturellement  dans  le  rapport  voulu 
de  a^  à  l'unité.  Les  frottements  de  glissement  étant  pro- 
portionnels aux  pressions  se  trouveront  aussi  dans  le  même 
rapport.  Enfin  les  frottements  de  roulement  étant  propor- 
tionnels aux  pressions  et  en  raison  inverse  du  diamètre 
des  roues ,  se  trouveront  dans  le  rapport  de  a*  à  l'unité. 
Ils  seront  donc  trop  grands  dans  le  petit  système  ;  on  de- 
vra tenir  compte  de  cette  différence  qu'il  est  difficile  d'é- 
viter. 

Savart  a  reconnu,  par  de  nombreuses  expériences,  que 
si  l'on  prend  pour  mesure  du  son  rendu  par  un  corps  so^ 
lide  élastique  le  nombre  de  vibrations  exécutées  pendant 
l 'unité  de  temps ,  ce  son  variera  en  raison  im^erse  des  di- 
mensions du  corps ,  tandis  que  ces  dimensions  croîtront 
ou  décroîtront  dans  un  rapport  donné.  Or,  comme  l'a 
remarqué  M.  Cauchy  (*) ,  cette  loi  générale  d'acoustique 
résulte  encore  de  l'homogénéité  des  équations  du  mouve- 
ment. 

En  effet  ^  soient  deux  corps  de  même  nature  et  dont  les 
dimensions  linéaires  sont  dans  le  ratpport  a.  On  peut 
considérer  ces  corps  comme  formés  d'un  même  nombre 
de  molécules  semblablement  disposées  et  possédant  des 
masses  qui  soient  dans  le  rapport  a^.  Dès  lors  on 
a  deux  systèmes  semblables.  Si  donc  les  valeurs  initia- 
les des  déplacements  moléculaires  nécessaires  pour  pro- 
duire des  vibrations  sont  dans  le  rapport  a,  le  rap- 
port de  la  durée  des  vibrations  sera  —  ?  y  étant  le  rapport 

V7 

(  '  )  Mém.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris,  t.  IX,  p.  1 17  ;  1839. 
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des  forces  motrices.  Il  nous  reste  à  prouver  que  le  rap- 
port des  forces  motrices  est  a*,  ou  bien  que  celui  des  for- 
ces accélératrices  est  —  Or,  si  Ton  cherche  l'expression  de 

la  force  accélératrice  qui  sollicite  une  molécule  (x,y,  z), 
on  trouve  qu'elle  est  une  somme  de  termes  formés  cha- 
cun d'une  constante  multipliée  par  Tune  des  dérivées 
partielles  du  second  ordre  des  variations  des  coordonnées 
depuis  la  position  d'équilibre,  ces  dérivées  étant  prises 
par  rapport  aux  coordonnées  elles-mêmes  5  en  sorte  que 
les  coordonnées  et  leurs  variations  étant  multipliées  par 
a,  chaque  terme  se  trouvera  divisé  par  a.  On  se  rend 
compte  jusqu'à  un  certain  point  de  cette  expression  de  la 
force  sans  aucun  calcul,  en  considérant  une  file  de  molé- 
cules ,  et  partant  de  ce  principe,  que  l'action  mutuelle  de 
deux  molécules  très-voisines  est  proportionnelle  à  Fé- 
cartement  qu'elles  ont  subi  à  partir  de  leur  position  d'é- 
quilibre ,  et  que  cette  action  est  nulle  quand  les  deux  mo- 
lécules ne  sont  pas  très-voisines  Tune  de  l'autre. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  la  loi  de  Savart  s'é- 
tend aux  sons  rendus  par  une  masse  fluide  contenue  dans 
un  espace  fini. 

3.  Soient  P  et  P'  deux  petites  billes  réunies  par  une 
tige  rigide  et  sans  poids,-  la  première  peut  glisser  sur  un 
fil  tendu  horizontalement ^  et  la  seconde  repose  sur  le 
plan  horizontal  qui  contient  le  fil.  Déterminer  le  mou^ 
v^ement  que  prend  le  système  quand  on  lui  imprime  une 
"Vitesse  connue  le  long  du  plan  horizontal. 

On  suppose  que  les  frottements  sont  nuls  et  que  les 
billes  peuvent  être  assimilées  à  des  points  matériels. 

Prenons  le  fil  pour  axe  des  x ,  et  soient 

X  l'abscisse  de  la  première  bille  5 

x' ^  y'  les  coordonnées  de  la  seconde^ 

/  la  distance  des  deux  billes  5 
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m  ,  m^  leurs  masses  \ 

6  Tangle  que  la  droite  PP'  fait  avec  Taxe  des  x. 
Puisque  les  forces  extérieures  sont  nulles,  on  a  Téqua- 
lion 


m 
Or 


x'  z=  X  -^  l  ces  0 ,  j'  =  /  sin  0  j 

^x'  t:^^x  —  l sin 9^9 ,  Sf  =  l cos9$B  ; 

d'x' d^x         d^  CCS  9       d^y £p  sin  9 

'dF'^lU'  dt'     '      1ÎF  ""        di" 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  et 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations  arbitraires 
ix ,  <Î0 ,  il  vient 

,  ,  ,Jd}x        ,e/^cos9\   .    ^  ,„flPsin9 

La  première  équation  a  pour  intégrales  successives 

dx  dB 

(3)  (//ï  +  ''*') -37  —  'w'/sin9— =  A, 

(/w  -h  /w')x  +  '«'^co89  =  Ar  +  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes. 
Soient  Xo  6t  9o  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  6  j  (3  et  co 

celles  de  —r  et  de  — •  Ces  valeurs  détermineront  les  con- 
dt  de 

stantes ,  et  Ton  trouvera  finalement 

(/;/  +  r?i'){x'-Xo)-\-  w'/(cos9  —  cos9o) 

(4)        ' 


!{/;/  +  r?i'){x  —  Xo)  H-  w  /(ce 
=  [(m4-  w')p-- w'/wsin9o]^ 


L'élimination  de  la  dérivée  —  entre  les  équations  (i) 
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et  (2)  fournit  une  seconde  équation , 

,  .^rf^sinô       ^  €3pcosô   .   ^ 

(/w  -f-  m') — 7-— cosô  —  m — 7-—  smô  =  o, 

qui  a  pour  intégrale 

ou 

Im  -^  m*  cos*Ô)  -7-  =  const. 

Si  Ton  détermine  la  constante  par  les  données  initiales, 
il  vient 


'/w  -+-  m' cos'  Ôo 


/w'oos'ô 

Cette  dernière  formule  donne  6  en  fonction  de  f  à  l'aide 
d'une  intégrale  elliptique;  portant  cette  valeur  dans  l'é- 
quation (4)  9  on  aura  x  exprimé  en  fonction  de  t. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  que  décrit  la 
bille  P'  s'obtiendra  par  l'élimination  de  dt  entre  les  équa- 
tions (3)  et  (5)  ;  les  coordonnées  seront  alors  x  et  6.  Elle 
donnera  immédiatement  x  en  fonction  de  d  à  l'aide  d'une 
quadrature. 

Clai&aut,  Mém,  de  VAcad,  des  Se.  de  Paris  ^  1736,  p.  lo. 

4.  On  suppose  trois  points  matériels  mobiles  dans 
un  plan  fixe  et  qui  battirent  proportionnellement  à  la 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Trouver  tous  les  cas  oh  le  mouvement  de  deux  de  ces 
points  autour  du  troisième  est  de  même  nature  que  le 
mouvement  relatif  de  deux  points  s* attirant  seuh  sui^ 
vant  la  même  loi. 

Soient 

{X  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse 
à  l'unité  de  distance  ; 

M ,  m ,  m' les  masses  :, 
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/O5  r,  r*  les  distances  mm\  Mm,  Mm' 5 

x^  y  eX  x\  y  les  coordonnées  des  points  m  et  m'  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires  et  de  directions  fixes 
qui  se  coupent  au  point  M. 

Prenons  la  question  de  plus  haut,  en  supposant  d'a*- 
bord  que  Tattraction  de  l'unité  de  masse  sur  Tunité  de 
masse  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance.  Re- 
présentons cette  fonction  par  9(r). 

La  force  accélératrice  qui  sollicite  le  point  m  a  pour 
composante  suivant  l'axe  des  x,  supposé  fixe, 

Si  nous  ajoutons  à  cette  force  une  nouvelle  force  accélé- 
ratrice égale  et  contraire  à  celle  qui  sollicite  suivant  la 
même  direction  le  point  pris  pour  origine,  nous  pour- 
rons considérer  l'origine  comme  fixe,  et  les  équations 
que  nous  fournira  le  principe  de  d'Alembert,  dans  cette 
hypothèse,  seront  celles  du  mouvement  relatif.  Ces  équa- 
tions sont  les  suivantes  : 

(0    ^-^-(M  +  /»Mr)î+/w'[?(/)^H-ç(p)^^J===o, 

(2)  ^  +  (M  +  m)ç(r)J+,.i'[y(/)5.Vî(p)'^]^ 

(3)  ^  +  (M4-/^0?(O7  +  '«[?W7-i-?W^]=o, 

(4)  '^-^{y^'^m')^{'')y^rn^^{^^^^ 

Or,  si  le  point  m  était  attiré  par  un  seul  point  placé  à 
l'origine,  son  mouvement  serait  régi  par  des  équations 
de  la  forme 

5  +  K,(.)J=o, 
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K  désignant  une  constante.  Pour  que  dans  le  système  des 
trois  points  le  mouvement  soit  de  même  nature ,  il  faut 
donc  que  Ton  ait  constamment 

r  û  T 

H  désignant  une  constante.  L'élimination  de  H  nous 
donne  la  condition 

Les  équations  (3)  et  (4) ,  traitées  de  la  même  manière , 
nous  auraient  donné  la  condition  semblable 

De  là  résultent  deux  solutions, 

Sans  pousser  plus  loin  la  discussion  du  cas  général,  ve- 
nons au  cas  le  plus  intéressant,  celui  où  ^(r)  =  ^• 

Première  solution,  p  =  r=  ;■';  les  trois  points  sont  con- 
stamment situés  aux  sommets  d*un  triangle  équilatéral. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)  se  réduisent  aux  sui- 
vantes ; 

i-:^  -f-  pt(  M  -+-  w  4-  /w'  ) 4  =  o> 


d'où  Ion  voit  que  chacun  des  deux  corps  m ,  m'  se  meut 
comme  s'il  était  attiré  vers  l'origine  par  une^  masse  égale 
à  la  masse  totale  des  trois  corps. 

Pour  que  ce  mouvement  ait  lieu,  il  ne  suffit  pas  que 
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les  corps  soient  pHmilivement  situés  aux  sommets  d'un 
triangle  équilatéral,  maïs  îl  faut  encore  que  les  vitesses 
initiales  de  deux  corps  relativement  au  troisième  soient 
égales,  et  également  inclinées  sur  les  droites  qui  joignent 
les  deux  premiers  corps  au  dernier,  en  sorte  qu'on  ait  au 
premier  instant 

do       dr       dr^ 

dt'~dt^dt 

Seconde  solution.  -  =  — ^  les  trois  points  sont  con- 

slamtnent  en  ligne  droite ,  et  si  le  point  m'  se  trou\*e  au 
milieu^ 

Ces    dernières    relations   permettent  d'écrire  Téqua- 
tion  (i)  sous  la  forme 

1"  ï-f 


alors  on  voit  que  le  point  m  se  meut  comme  s'il  était 
attiré  vers  l'origine  par  une  force  égale  à 


(6)  -, 


Or  les  trajectoires  des  points  (//,  m',  rapportées  à  des 
coordonnées  polaires  dont  Torigine  est  au  point  M,  ont 
des  équations  de  la  forme 

F(r,ô)  =  o,     F{r\Q)  =  o. 

Si  ces  équations  étaient  connues ,  l'élimination  de  Q  donne- 
rait une  relation  entre  les  distances  simultanées  r  et  r', 
de  laquelle  ou  pourrait  tirer  la  valeur  de  /  en  fonction 

(le  /'.  Le  rapport  —  et ,  par  suite,  l'expression  (6)  sont 
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donc  des  fonctions  de  r.  D'un  autre  côté ,  quand  la  force 
attractive  est  une  fonction  de  la  distance,  la  trajectoire 
ne  peut  être  une  section  conique,  comme  l'exige  notre 
problème ,  que  dans  le  seul  cas  où  la  force  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance^  donc 

r' 

—  =  const. 

r 

Soit 

r'  1 

d'où 

xz={i-irp)x',     yz={i-^p)y',     f=pr. 

Si  l'on  reporte  ces  valeurs  dans  l'ëquation  (i)  ou  (5),  il 
vient 

Les  mêmes  substitutions  faites  dans  l'équation  (3)  don- 
nent 

Mais  on  doit  avoir 

par  conséquent, 

M  +  m  +m'(i  +py{i  +  L\  =  {m  +  m'){i  +p)' 

ou  bien 


(8) 


(M  +  A//)/>*-l-(3M4-2//i');p*-h(3M-+-/;/>-^ 

—  (w'-f  3/«)/?'--(2w'4-3/^i)/?~(w-i-/w')=:0. 

Les  équations  (2)  et  (4) ,  traitées  de  la  même  manière, 
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conduiraient  à  la  même  relation  que  doit  vérifier  la 
constante  p,  La  valeur  de  cette  constante  est  donc  la  ra- 
cine positive  de  l'équation  (8),  laquelle  est  unique  d'après 
la  règle  de  Descaries. 

En  résumé,  les  trois  mobiles  sont  toujours  en  ligue 
droite,  et  leurs  distances  sont  dans  un  rapport  constant, 
déterminé  par  les  équations  (7)  et  (8).  Les  sections  co- 
niques décrites  par  les  points  m,  m!  sont  homothétiques 
par  rapport  au  point  M. 

Pour  produire  ce  mouvement,  il  faut  des  positions  ini- 
tiales qui  satisfassent  aux  conditions  précédentes,  et  des 
vitesses  initiales  relatives  qui  soient  parallèles  entre  elles 
et  proportionnelles  à  la  distance  au  point  M. 

Si  l'on  suppose  que  M  se  rapporte  au  soleil ,  nd  à  la 
terre  ex  m  à  la  lune,  on  aura,  d'après  les  nombres 
de  la  Mécanique  céleste  (tome  III)  ^ 


M=  I 


329630  '  329630  X  68 , 5 


Ces  nombres  ,  rapprochés  de  l'équation  (8),  montrent 
que  p  sera  une  petite  fraction  5  on  peut  donc ,  sans  erreur 
considérable,  égaler  le  plus  grand  terme  positif  au  plus 
grand  terme  négatif;  alors  il  vient 


,=^ 


- — ,     ouàpeupres    p=_(*). 


Les  deux  cas  que   nous  venons  d'examiner  sont  les 


(^)  M.  Liouville  a  démontré  {Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1845)  que  dans  cette  solution  lo  système  formé  par  les  trois 
corps  est  instable;  en  sorte  que,  dès  qu'il  est  légèrement  troublé,  il  tend 
à  se  déranger  de  plus  en  plus  d'une  manière  rapide.U  en  résulte  que  si  ce 
système  avait  été  réalisé  par  le  Créateur  dans  le  soleil,  la  terre  et  la  lune, 
la  lumière  de  la  lune ,  loin  de  remplacer  constamment  celle  du  soleil  pen- 
dant les  nuits,  comme  l'affirme  Lap^ace  dans  V Exposition  du  Système  du 
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seuls  OÙ  l'on  ait  pu  trouver  toutes  les  intégrales  rigou- 
reuses du  fameux  Problème  des  trois  corps.  Ils  ont 
été  discutés  par  Lagrange  dans  son  Essai  d'une  nouv^elle 
méthode  pour  lésoudre  le  problème  des  trois  corps  y  ou- 
vrage qui  a  remporté  le  prix  de  TAcadémie  des  Sciences 
de  Paris,  en  1772. 

5.  Un  fil  Jlexible^  pesant  et 
homogène  y  porté  par  l'une  de 
ses  extrémités,  tourne  unifor^ 
mément  autour  d'un  axe  ver- 
licaL  Dire  si  le  fd  peut  con- 
seriner  une  figure  permanente, 
et  quelle  est  cette  Jîgure, 

Admettons  que  cette  figure 
permanente  soit  possible,  et 
.clierchons  à  la  déterminer. 
Le  principe  de  d'Alembert  réduit  le  problème  à  une 
simple  question  de  statique.  Trois  forces  agissent  sur 
chacun  des  éléments  du  fil,  la  pesanteur,  et  deux  ten- 
sions dirigées  en  sens  contraires  suivant  les  tangentes 
extrêmes.  Ces  trois  forces  doivent  faire  équilibre  à  la 
force  effective  tîi ri gée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  à  la 
force  centrifuge  ;  ainsi  les  moments  des  quatre  forces  au- 
tour de  l'axe  de  rotation  doivent  faire  une  somme  nulle. 
Or  les  moments  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge 


monde  (liv.  IV,  chap.  v),  aurait  été  probablement  moins  fréquente  qu'elle 
ne  Test  dans  Tétat  actuel  des  choses. 

Quant  au  système  fourni  par  la  première  solution ,  M.  Gascheau  (Thèse 
de  Mécanique)  a  montré  qu'il  est  stable  quand  on  a 


(  M  -^  /7i  -f-m'  y 


7>  27, 
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et  seulement  dans  ce  cas.  Cette  inégalité  est  satisraite  par  le  soleil ,  la 
terre  et  la  lune. 
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étant  nuls ,  ceux  des  deux  tensions  doivent  être  égaux  et 
de  signes  contraires;  par  suite,  quel  que  soit  le  point  du 
fil  que  l'on  considère,  le  moment  de  la  tension  en  ce 
point  doit  être  égal ,  en  valeur  absolue ,  au  moment  de  la 
tension  à  rextrémité  libre,  lequel  est  nul,  puisque  la 
tension  est  nulle  à  cette  extrémité.  Cela  exige  que  Taxe 
soit  rencontré  par  chacune  des  tangentes  à  la  courbe 
formée  par  le  fil-,  d'où  il  résulte  que  la  courbe  est  plane. 
Au  reste  ,  si  l'on  omettait  de  faire  cette  remarque  dès 
le  principe  ,  l'analyse  y  suppléerait. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  l'axe  desj^ 
sur  l'axe  de  rotation,  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, et  faisons  passer  l'axe  des  x  par  l'exu-émité  in- 
férieure du  fil. 

*  Soient  Cl)  la  vitesse  angulaire,  T  la  tension  essentiel- 
lement positive,  et  s  l'arc  compté  à  partir  de  l'extrémité 
inférieure. 

Le  principe  de  d'Alembert,  appliqué  à  l'un  des  élé- 
ments du  fil,  nous  donne  les  équations 

(l)  d  (t^  j  -+-  w'^r/.v  =:o, 

La  seconde  a  pour  intégrale 

T  -f-  =  fi^^  -f-  const.  ; 
as 

et,  puisque  T  et  s  sont  nuls  à  l'extrémité, 

(3)  T%  =  ss, 

Multiplions  les  équations  (i)  et  (2)  respectivement  par — 

et  -j-f  puis  ajoutons  les  produits,  en  développant  les  dif- 
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férentielles  et  observant  que  (  — j  -f-fj")  =i.  H  vient 
</T  =  —  tù^xdx  -f-  gdyy 
T  = «*«'  4-  g'j  4-  const. 

Soit  a  la  distance  de  Taxe  à  Textrémité  inférieure. 
Nous  devrons  avoir  simultartément 

Cela  nous  détermine  la  constante,  et  nous  donne 

(4)  T  =  ^'(«»-^>)-hgr. 

Pour  obtenir  Téquation  différentielle  de  la  courbe, 
remplaçons  ds  dans  les  équations  (i)  et  (2),  par  sa  va- 

leur  I-+"  (7-)  ^^5  et  considérons  j^  comme  la  va- 
riable indépendante  \  nous  pourrons  écrire  les  résultats 
sous  la  forme 

-h(jyf-'4-(i)f=- 

Retranchant  ces  équations  membre  à  membre  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  —  >  puis  remplaçant  T  par  sa 
valeur  (4)  ?  il  vient 

Celte  équation  différentielle,  résolue  par  rapport  à  la 
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plus  haute  dérivée,  a  tous  ses  coefSeieuts  réels ^  par  con- 
séquent elle  représente  une  courbe.  Le  fil  peut  conserver 
une  figure  permanente. 

Il  nous  reste  à  étudier  celte  figure. 

L'équation  (3)  nous  montre  que  la  tension ,  estimée 
parallèlement  à  Taxe  de  rotation,  est  égale  au  poids  du.fil 
situé  au-dessous  du  point  considéré;  T  est  donc  supérieur 
à  gYt  c*?  P^^  conséquent  (4),  x  ne  peut  atteindre  a.  T 
étant  essentiellement  positif,  la  même  équation  (3)  nous 
fait  voir  que  j^  croît  toujours  quand  s  augmente.  Par  là 
nous  pouvons  déjà  entrevoir  ([ue  la  courbe  forme  une  suite 
d'ondulations  de  part  et  d'autre  de  l'axe  de  rotation.  Le 
nombre  de  ces  ondulations  est  évidemment  indéterminé  ; 
il  dépend  de  la  longueur  du  fil  et  de  sa  position  initiale. 

Intégrons  l'équation  (i)  à  partir  de  l'extrémité  infé- 
rieure du  fil  ;  nous  aurons 

dx  C  dx 

T  -r-  =  —  w*   I  xdsy      ou  bien      T  -7-  =:  —  w*jr,  ^ , 
ds  J  ds 

en  nommant  x^  la  dislance  de  l'axe  au  centre  de  gravité 
de  l'arc  5  sur  lequel  s'étend  l'intégrale.  Divisant  la  re- 
lation obtenue  par  l'équation  (3) ,  il  vient 

dx  w':r, 

Or,  si  nous  supposons  que  la  distance  à  Taxe  soit  un 
maximum  ou  un  minimum  à  l'extrémité  de  l'arc  5,  V 

fx 

sera  nul  à  ce  point  5  donc  aussi  x^  sera  nul,  c'est-à-dire 
que  le  centre  de  grarité  du  fil  qui  pend  au-dessous  d*un 
point  dont  la  distance  à  l'axe  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  se  troui^e  sur  Vaxe  de  rotation. 

Il  est  évident  que  la  même  chose  peut  se  dire  de  toute 
portion  de  fil  dont  les  extrémités  sont  parallèles  à  l'axe, 
II.  3 


34  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

De  là  il  suit  qa'une  telle  portion  du  fil  coupe  toujours 
Taxe ,  et  Ton  en  conclut  que  la  distance  de  l'axe  aux  dif- 
férents points  du  fil ,  prise  en  valeur  absolue,  n'a  pas  d'au- 
tre minimum  que  zéro.  Ainsi  la  forme  générale  de  la 
courbe  est  bien  telle  que  Findique  la  figure. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  résulte ,  eu  égard  au 
théorème  de  Guldin ,  que  toute  portion  de  la  courbe  qui 
est  terminée  à  deux  points  consécutifs  parmi  ceux  où  la 
tangente  est  verticale  (en  y  comprenant  l'extrémité  libre), 
est  divisée  par  l'axe  en  deux  parties  qui  engendrent 
dans  leur  rotation  des  surfaces  équivalentes.  Â  F  aide  de  la 
même  relation  (  5  ) ,  il  est  aisé  de  voir  que  plus  générale- 
ment ,  si  Von  considère  deux  arcs  situés  tout  entiers  d'un 
même  côté  de  Vaxe,  et  dont  les  tangentes  extrêmes 
soient  parallèles  deux  à  deux  y  les  surfaces  engendrées 
par  ces  deux  arcs  seront  équivalentes. 

Aux  points  où    la   tangente    est   verticale,  —  =;=  i^ 

donc,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4)  9  on  a  pour  ces 
points 

Puisque  —  est  généralement  inférieur  à  l'unité  et  ja- 
mais supérieur,  s  — j  croît  avec  j-,  d'après  cela,  la  der- 
nière relation  nous  fait  voir  que ,  de  deux  points  où  le 
fil  est  vertical  y  le  plus  éloigné  de  Vaxe  est  le  moins 
élevé.  Ceci ,  rapproché  de  ce  que  nous  avons  dit  sur  l'aire 
des  différentes  nappes  de  la  surface,  nous  montre  que  la 
distance  de  deux  intersections  consécutives  de  Vaxe  par 
la  courbe  va  en  augmentant  à  mesure  que  F  on  s'élève 
au-dessus  de  l'origine. 

Quand  on  suit  la  courbe  en  partant  de  son  extrémité 
inférieure,  on  rencontre  les  points  d'inflexion  sur  les 
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branches  qui  se  rapprochent  de  l'axe.  En  effet,  si  Ton 

pose  -^  =  o  dans  Fëqualion  différentielle  de  la  courbe, 

elle  donne 

dz w' 

^y^      g    ' 

La  courbe  intéressante  qui  nous  occupe  ici,  peut  se 
réaliser  à  très-peu  près  en  faisant  tourner  avec  la  main 
une  chaîne  à  la  fois  pesante  et  flexible. 

6.  Un  filjlexible,  homogène  et  soustrait  â  la  gravité  y 
tourne  uniformément  autour  d^  une  droite  fixe  sur  laquelle 
sont  attachées  ses  extrémités.  Dire  si  le  fil  peut  conser- 
ver une  figure  permanente,  et  quelle  est  cette  figure. 

On  montrera  d'abord  que  la  courbe ,  si  elle  existe ,  doit 
être  une  courbe  plane;  puis,  prenant  l'origine  à  l'une 
des  extrémités  du  fil,  et  l'axe  des  y  suivant  l'axe  de  ro- 
tation ,  on  arrivera  à  l'équation  différentielle 

adx 

dx^±-p 

^i^b  —  xy—a^  . 

dans  laquelle  aelb  sont  des  constantes  positives,  el  a<^b. 
Cette  équation  représente  une  courbe  réelle  \  et ,  comme 
les  constantes  sont  indépendantes  de  la  vitesse  angulaire , 
la  forme  de  la  courbe  ne  dépend  pas  de  la  vitesse  angu- 
laire 5  elle  dépend  seulement  de  la  longueur  du  fil ,  de  la 
distance  de  ses  extrémités  et  de  sa  position  initiale. 

Il  existe  une  infinité  de  formes  d'équilibre,  dans  les- 
quelles le  fil  est  partagé  en  arcs  égaux,  situés  alternati- 
vement de  part  et  d'autre  de  l'axe  de  rotation.  Ces  formes 
diverses  se  distinguent  par  les  valeurs  différentes  des  con- 
stantes a  et  h. 

Ce  problème  a  été  proposé  par  M.  Sturm^  au  concours 
d'agrégation  de  1842. 
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CHAPITRE  VL 

MOMENTS     d'inertie. 


On  nomme  moment  cTinertie  d'un  corps  par  rapport 
à  un  axe,  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  molécule  par  le  carré  de  sa 
distance  à  Taxe. 

Si  Ton  désigne  par  M  la  masse  du  corps  entier,  et  par  A 
une  ligne  convenablement  déterminée,  on  pourra  mettre 
le  moment  d'inertie  sous  la  forme  MA*  5  alors  la  ligne  A 
est  ce  que  Ton  nomme  le  rayon  de  gy  ration  du  corps  au- 
tour de  l'axe  considéré. 

Euler  s'est  servi  le  premier  du  terme  moment  d* inertie; 
voici  comment  il  s'en  explique  (*)  :  «  Ratio  hujus  deno- 
»  minationis  ex  similitudine  motus  progressivi  est  de- 
»  sumpta  :  quemadmodum  enîm  in  motu  progressivo,  si  a 
»  vi  secundumsuam  direction em  sollicitante  acceleretur, 
»  est  incrementum  celeritatis  ut  vis  sollicilans  divisa  per 
))  massam  seu  ineitiam  ^  ita  in  motu  gyratorio ,  quonîam 
»  loco  ipsius  vis  sollicitantis  ejus  momentum  considerari 

n  oportet,  eam  expressionem    I  r'JM,  quaeloco  inertiœ 

»  in  calculum  ingreditur,  momentum  inertiœ  appellemus, 
»  ut  incrementum  celeritatis  angularis  simili  modo 
»  proportionale  fiât  momento  vis  sollicitantis  diviso  per 
»  momentum  inertiae.  » 

Soient  A  et  V  les  rayons  degyration  d'un  corps  autour  de 
deux  droites  parallèles  L  et  L',  a  la  distance  de  ces  droites , 
— ^ • , , 

(  •)  Theoria  motus  corporum  solidonniy  cap.  V,  p.  1C7. 
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x!  la  distance  d'une  molécule  d^\  à  un  plan  mené  par 
la  droite  M  perpendiculairement  au  plan  des  deux 
droites  L  et  L',  cette  distance  étant  comptée  positive  du 
côté  de  la  droite  L.  On  a  généralement  la  relation 


IVI(«'~h^'»)  — 9.  «    ix'c 


mais  quand  la  droite  L'  passe  au  centre  de  gravité,  le  der- 
nier terme  disparait  et  Ton  a  simplement 

(U)  A'=:a'-\-A'\ 

Par  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  d'un  corps  , 
traçons  des  droites  en  nombre  quelconque,  et  sur  chacune 
de  ces  droites  portons  une  longueur  égale  à  la  valeur  in- 
verse de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  relatif  à  cet 
axe.  Les  extrémités  de  ces  longueurs  seronjt  toutes  sur  la 
surface  d'un  même  ellipsoïde.  Si  nous  prenons  l'origine 
des  coordonnées  à  l'origine  dçs  droites,  et  si  nous  posons 

d  =  ^^JyzdM,     e^^jzxdM,     /==^JxxdM, 

les  intégrales  s' étendant  au  corps  entier ,  l'équation  de 
Tellipsoïde  sera 

(V)  {b--^c)x^-^(c'^a)y^'h(a-^b)z^'-2dfz--2ezx^2fxx=  —  ' 

Cet  ellipsoïde  a  été  nommé  par  M.  Poinsot  ellipsoïde 
central  du  corps  par  rapport  au  point  pris  pour  origine 
des  droites. 

Considérons  l'un  quelconque  des  axes  coordonnés , 
l'axe  des  x  par  exemple.  Si  l'on  a  e  =  o  et  /=  o,  on 
dit  que  l'axe  des  x  est  un  axe  principal  d'inertie  relative- 
ment au  .point  pris  pour  origine  des  coordonnées ,  et  lé 
moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  se  nommô  moment 
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d'inertie  principal.  En  tout  point  du  corps  passent  trois 
axes  principaux  d'inertie;  ces  axes  sont  dirigés  suivant 
les  axes  de  l'ellipsoïde  central  relatif  à  ce  point,  et,  par 
conséquent,  ils  se  coupent  à  angle  droit. 

i .  Troui^er  le  rayon  de  gyration  d'une  lentille  bicon- 
i^exe  homogène  autour  d'une  parallèle  à  Vaxe  de  ré- 
{solution.  On  suppose  la  lentille  terminée  par  deux 
surfaces  sphériques  égales . 

Il  nous  suffit  de  considérer  une  seule  des  deux  lentilles 
plan-convexes  dont  l'ensemble  forme  la  lentille  proposée. 

Soient 

r  le  rayon  de  la  surface  sphérique  ^ 

a  la  flèche  de  la  lentille  plan-convexe  ; 

h  le  rayon  de  la  base  ; 

M  la  masse  *, 

p  la  densité  5 

k  elV  les  rayons  de  gyration  autour  de  l'axe  propose 
et  autour  de  l'axe  de  révolution; 

c  la  distance  de  ces  deux  axes. 

Commençons  par  déterminer  le  rayon  A'*. 

Pour  cela,  considérons  d'abord  une  trancbe  infiniment 
mince  et  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  nous  nommons  y  le 
rayon  de  cette  tranche  et  x  sa  distance  au  sommet  de 
la  lentille ,  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  autour  de 
l'axe  de  révolution  sera 

f27r      /.r  I 

De  là  il  résulte 

I        (ir^a^        ira'        a^\ 


Or 
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par  conséquent, 

6. 10  ^ 

et,  puisqueM  =  g7r|0  (a*-|-3aft*),  on  a 

_   I   a*  -^SaH^  -4-  lob* 
'~Tô  a'-h^b~' 

Maintenant  il  est  aisé  de  calculer  ft*,  car 

EuLER ,   Theoria  motus  corporum  solidorum  ,  cap.  VI,  prob.  4^. 

2.  Étant  donnés  une 
pyramide  homogène  à 
base  quelconque  et  trois 
axes  rectangulaires 
A  OX,  OY,  OZ  passant 
au  sommet  y  concevons 
que  Von  ait  joint  le 
centre  de  grai^ité  G  de 
\  Paire  de  la  base  à  un 
B  sommet  A  du  contour 
polygonal  de  cette  aire 
et  au  milieu  B  d'un 
côté  adjacent.  Si  Von 
nomme  m  la  masse  de 
la  pyramide  triangu- 
laire qui  aurait  pour  hase  le  triangle  GAB  et  pour  som- 
met le  sommet  O  de  la  pyramide  donnée^  p,  l,  a  les 
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longueurs  OG,  GB,  BA  ^  Pxi  h»  ^x  teurs  projections  sur 
le  plan  YOZ5  et  que  l'on  indique  par  le  signe  2  une 
somme  relative  à  toutes  les  pyramides  triangulaires 
telles  que  la  pyramide  OGAB^  dont  l'ensemble  constitue 
la  pyramide  donnée,  le  moment  d'inertie  de  ce  dernier 
corps  autour  de  l'axe  OX  sera  représenté  par  la  formule 

//  s'agit  de  démontrer  ce  résultat. 

Disons  de  suite  que  le  moment  d'inertie  d'un  po- 
lyèdre homogène  de  forme  quelconque^  autour  d'une 
droite  quelconque  OX,  sera  représenté  par  la  même 
formule  y  poun^u  que  l'on  étende  le  signe  sommatoire  2 
à  toutes  les  pyramides  ayant  pour  sommet  un  même 
point  de  la  droite  OX  et  pour  bases  les  différentes  faces 
du  polyèdre  y  et  que  dans  cette  somme  on  regarde 
comme  négatives  les  masses  des  pyramides  qui,  relatii^e- 
ment  à  leur  base,  sont  situées  du  côté  opposé  au  po- 
lyèdrc. 

Considérons  la  pyramide  triangulaire  0GB A. 

Soient 

Ço  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  O  sur  la 
base  5 

yIq  la   perpendiculaire    abaissée    du    point   G   sur  le 
côté  AB5 

R  un  point  quelconque  du  solide  ; 

H  le  pied  de  la  droite  OK  sur  le  plan  de  la  base  ; 

I  l'intersection  de  la  droite  GH  avec  le  côté  AB; 

Ç  la  distance  BI  ^ 

y)  la  projection  de  GH  sur  la  droite  n^  ^ 

Ç  la  projection  de  OK  sur  la  droite  ^o» 

Les  valeurs  assignées  aux  quantités  Ç,  yj,  ^  définissent 
la  position  du  point  R. 
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Prenons  pour  élément  de  la  base  GAB  le  petit  qua- 
drilatère compris  entre  la  droite  GI,  une  droite  infini- 
ment voisine  menée  par  le  point  G ,  une  parallèle  à  AB 
menée  par  le  point  H  et  une  parallèle  infiniment  voisine. 

La  surface  de  cet  élément  sera  —d^.dm.  Concevons  que 

cet  élément  soit  la  base  d'une  petite  pyramide  ayant  son 
sommet  au  point  O,  et  prenons  pour  élément  de  masjse 
dm  la  masse  du  petit  solide  découpé  dans  cette  pyramide 
par  un  plan  mené  au  point  K  parallèlement  à  la  base,  et 
par  un  plan  parallèle  infiniment  voisin.  En  supposant  la 
densité  égale  à  l'unité,  nous  aurons 

Ceci  posé,  soient  x ^  a/,  a/'  les  abscisses  des  points  K, 
H,  I,  et  pi,  /tî  «1  les  projections  des  distances  p^  l^  a 
sur  Taxe  des  x. 
Nous  aurons 

E  w  t      * 

et,  par  conséquent, 

-è['-=('-^')]-   ' 

D'après  cette  valeur,  et  en  observant  que  pour  embrasser 
toute  la  pyramide  triangulaire   il  faut  faire  varier  les 

rapports  -?  —  j  —  de  zéro  à  l'unité,  il  vient 
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La  somme  de  toutes  les  équations  semblables  relatives 
à  toutes  les  pyramides  triangulaires  qui  composent  la  py- 
ramide donnée,  fera  connaître  l'expression  de  l'intégrale 

x^dM  étendue  à  tous  les  éléments  de  ce  dernier  corps. 


/ 


Les  trois  remarques  suivantes  permettent  de  simplifier  le 
résultat. 

i*^.  Le  produit  aiJoÇo  est  égal  à  six  fois  la  masse 
de  la  pyramide  triangulaire ,  on  peut  donc  le  remplacer 
par  6  m. 

2®.  Pour  les  deux  pyramides  triangulaires  qui  se  joi- 
gnent au  milieu  B  d'une  même  arête ,  la  quahtité  repré- 
sentée par  Ui  est  égale  et  de  signe  contraire ,  tandis  que 
les  autres  quantités  qui  figurent  dans  la  formule  sont 
égales  et  de  même  signe  ]  donc  les  termes  qui  contiennent 
Oi  à  la  première  puissance  disparaissent  dans  la  somme 
relative  à  toutes  les  pyramides. 

3°.  Le  produit  -^  a>3o  $o  Pi  h  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs  -^'èoPi  et  -«^îo-^'o  dont  le  premier  reste  con- 

O  '  2  ô 

stant  quand  on  passe  d'une  pyramide  triangulaire  à  une 
autre,  et  dont  le  second  représente  le  moment  statique  de 
Taire  GAB  par  rapport  à  un  plan  mené  par  le  centre  de 
gravité  G  perpendiculairement  à  l'axe  OX.  Or  ces  mo- 
ments, relatifs  aux  différents  triangles  qui  forment  la  base 
de  la  pyramide  donnée,  ont  une  somme  nulle;  donc  le 
terme  ano^oPtli  disparaît  dans  la  somme. 
Il  reste  finalement 

On  aura  de  même,  en  nommant  /^s,  /î,  ^t  et  Pi^,h^  ^s 
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les  projections  de  /?,  /,  a  sur  les  axes  OY  et  OZ, 

La  somme  de  ces  deux  dernières  équations  donne  préci- 
sément la  formule  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Comme  application,  nous  calculerons  le  moment  d'i- 
nertie d'un  pofyèdre  régulier  homogène,  autour  d'un 
axe  OX  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps ,  et , 
par  suite,  autour  d'un  axe  quelconque. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  à  Tinspection  des  polyèdres 
réguliers,  par  la  considération  de  Tellipsoïde  central, 
que  les  moments  d'inertie  de  ces  corps  autour  des  axes 
qui  passent  au  centre  de  gravité  sont  tous  égaux.  Par 
suite,  le  moment  d'inertie  autour  de  Taxe  OX  est  égal 
au  tiers  de  la  somme  des  moments  d'inertie  autour  des 
trois  axes  OX ,  OY,  OZ  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

De  plus,  les  quantités  p,  l^  a  sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  pyramides  triangulaires.  La  masse  m  de  chacune  de 

ces  pyramides  est  ^  pla.  Si  l'on  nomme  [x  le  nombre  des 

arêtes  sur  chaque  face  du  polyèdre ,  et  v  le  nombre  des 
arêtes  qui  se  réunissent  à  chaque  sommet ,  le  nombre  des 
pyramides  triangulaires ,  quadruple  du  nombre  total  des 
arêtes,  sera 

8fAV 

2(fX  +  v)—  pv 

De  tout  cela  résulte  la  valeur  suivante  du  moment  d'i- 
nertie 5 

f^y>^,^)dyi  =  ^-^-^ (p'  +  ll^  +  ia]^ 
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L'uDC  des  longueurs  p^l^  a  étant  donnée,  les  deux  au- 
tres s'en  déduisent  par  les  relations 

(/?'+  P)  sin'-  =  [p^^P-^a-")  cos'-  (•) , 

ls\n--=  a  CCS-' 

HoppE,  Jrchw  der  Mathematik  und  Physik,  von  J.  A.  Grunert; 
Greiswald,  i855,  t.  XXIV,  p.  204. 

3.  Démontrer  la  proposition  salivante  :  Si  Von  cherche 
r ellipsoïde  central  d'un  corps  pour  chacun  des  points 
d^une  même  droite ,  et  que  Von  mène  le  plan  conjugué 
•de  cette  droite  dans  chacun  des  ellipsoïdes ,  tous  ces 
plans  se  couperont  suiv^ant  une  même  ligne. 

Prenons  la  droite  considérée  pour  axe  des  a:,  et  représen- 
tons par  Xi^  yi^  Zj  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
du  corps.  L'équation  (V)  représentera  rellipsoïde  cen- 
tral relatif  au  point  pris  pour  origine  5  et  pour  en  déduire 
l'équation  de  l'ellipsoïde  relatif  au  point  x  =  d^\\  suffi  a 
de  changer 

X  en  X  —  d'^ 

aen-~  /  [x  —  df  dM.  =  a  -^  à^-^  2cr,(î; 

e  en  e  —  <3i  J;     . 
fenf—y^ô. 


(  *  )  On  obtient  cette  relation  en  considérant  le  trièdre  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  gravité  du  polyèdre  et  qui  a  pour  arêtes  OA,  OB,  OG.  En 
effet,  les  angles  dièdres  correspondants  à  ces  arêtes  sont  respectivement 


-)-)-;  il  en  resuite  que  Ion  a 

V     2     /A 


7t        .    7r        ,  /^,. 
cos  -  —  sm  -  cos  { AOB  )  ; 


et  y  par  conséquent, 
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Mais  il  ne  sera  point  nécessaire  de  former  cette  seconde 
équation  ;  car  les  substitutions  indiquées,  faites  dans  l'é- 
quation du  plan  conjugué  de  Taxe  des  x  relativement  au 
premier  ellipsoïde,  donneront  l'équation  du  plan  conju- 
gué du  même  axe  relativement  au  second  ellipsoïde. 

D'après  cela ,  l'équation  du  premier  plan  conjugué  est 

(i)  [b  -^  c)x  —fy  ~  ez  =  G, 

et  celle  du  second , 

L'intersection  de  ces  deux  plans  est  représentée  par  l'é- 
quation (i)  jointe  à  l'équation 

(2)  J,J  H-2,8=:^  -f.  C. 

Or  ces  deux  équations  sont  indépendantes  de  â]  par 
conséquent,  Tintersection  appartient  au  plan  conjugué  de 
l'axe  des  x  dans  l'ellipsoïde  central  relatif  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  cet  axe. 

Supposons  que  e  et  /*  soient  nuls  pour  une  origine 
convenablement  choisie,  c'est-à-dire  que  la  droite  don- 
née soit  un  axe  principal  d'inertie  relativement  à  l'un  de 
ses  points  pris  pour  origine. 

Alors,  d'après  l'équation  (i),  l'intersection  commune 
des  plans  conjugués  sera  dans  le  plan  des  j-z  \  d'après  l'é- 
quation {2) ,  elle  sera  située  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  déterminé  par  l'axe  des  x  et  par  le  centre  de  gra- 
vité, et  sa  distance  à  l'axe  des  x  sera  le  quotient  du  carré 
du  rayon  de  gyration  autour  de  cet  axe  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  au  même  axe.  Il  résulte  de  là  et  d'une 
proposition  bien  connue  que,  si  le  corps  est  libre  de  tour- 
ner autour  de  la  droite  considérée,  et  quune  force  in- 
stantanée  vienne  aie  frapper  suivant  l'intersection  com- 
mune des  plans  conjugués,  l'axe  néproui^era  aucune 
percussion. 
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4.  Troui^er  pour  un  corps  quelconque  le  lieu  des 
points  O  tels  que,  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
à  ce  point  étant  pris  pour  axes  coordonnés,  F  une  des 
quantités 

a=lf.^dM,      b^^fy^dU,     c=^J,.rfM 

ait  une  valeur  assignée  d'aisance  H. 

IjCS  seules  données  de  la  question  sont  les  ^valeurs  A, 
B ,  C  que  prennent  les  quantités  a^h^  c  lorsque  Fori- 
gine  O  coïncide  a^ec  le  centre  de  grauité  du  corps. 

Prenons  d'abord,  autour  du  point  O,  des  axes  coor- 
donnés rectangulaires  de  directions  quelconques ,  OX', 
OY',  OZ',  et  posons 

'''=s/^'''«'  *'=M.A"''"'  ^'=kf'"'''' 

Représentons  encore  par  h  l'une  des  quantités  a^b^  c^ 
en  sorte  que  M(fl  +  J-Hc  —  h)  soit  l'un  des  moments 
d'inertie  principaux  relatifs  à  l'origine ,  et  nommons  A , 
fjL,  V  les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  de  ce  moment 
avec  nos  axes  coordonnés. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  central  sera 


—  7.e'z'x'  —  ifx'f  =  — 


M' 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Si  Ton  applique  cette  équation  au  point  de  la  surface 
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qui  est  situé  sur  Taxe  principal  de  direction  (X,  yi,  v),  eu 
observant  que  l'inverse  du  carré  de  la  distance  de  ce  point 
à  Torigine  est  M(a'+i'+</ — h)  ou  M(a-hb-^c  —  h), 
il  vient 

«'>.•  -h  ^'fx'  -H  c'v'-l-  nd'yLv  +  2e' vX  -h  2/'>fA  =  h. 

De  plus,  puisque  Taxe  principal  d'inertie  est  normal  à 
la  surface  de  rellipsoïde,  les  quantités  X,  fx,  v,  A  doivent 
vérifier  les  relations 

d'où  l'on  tire  par  l'éliminalion  des  cosinus , 

A'~(«'-h^'  +  c')/<«-|-(fl'^'-f-^''c'  +  c'a'— r/''  — e''— /")/< 
—  (fl'^V— «'^"— ô'e''  — cy4-2^e'/')=o• 
Telle  est  Téquation  qui  a  pour  racines  les  trois  valeurs 

de  h  correspondantes  à  l'origine  O. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  OX',  OY',  OZ' 

soient  parallèles  aux  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 

centre  de  gravité,  et  transportons  l'origine  à  ce  centre. 

Nous  aurons ,  en  nommant  g ,  y? ,  ^  les  coordonnées  du 

point  O  relativement  à  la  nouvelle  origine , 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs ,  la  dernière  équation 
deviendra 

A~A       A  — B^//  — C 

Quand  on  y  donne  à  h  la  valeur  particulière  H,  l'équa- 
tion résultante 

C2  -1  Y} 

représente  le  lieu  chercbé. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre ,  qui  a  pour 
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centre  le  centre  Je  gravité  du  corps ,  et  pour  axes  les  axes 
principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité. 
Soit 

A<B<C. 

Pour  que  la  surface  soit  réelle ,  il  faut  que  H  soit  supé- 
rieur à  A.  Suivant  que  H  est  eompris  entre  A  et  B ,  B  et  C , 
ou  que  H  est  supérieur  a  C  -,  la  surface  est  un  hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes ,  un  hyperboloide  à  une  nappe ,  ou 
un  ellipsoïde. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  H  sont  toutes  homo focales.  Il  en  résulte  ,*  comme 
l'on  sait,  que  deux  surfaces  de  même  famille  ne  se  rencon- 
trent pas  et  que  deux  surfaces  de  familles  différentes  se 
coupent  à  angle  droit,  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point  quel- 
conque O ,  sont  dirigés  suii^ant  les  intersections  des  trois 
surfaces  homofocales  qui  passent  à  ce  point. 

En  effet,  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  l'une 
des  surfaces  fait  avec  les  axes  coordonnés,  sont  propor- 
tionnels aux  quantités 

g  n  K 

h-a'    h  — b'    u  — c' 

Or,  si  dans  les  équations  (i)  qui  définissent  les  directions 
des  axes  principaux,  on  remplace  h  par  H,  X,  fz,  v  par  les 
fractions  précédentes,  et  a,  b\  c\  d' ^  e',/'  par  les  va- 
leurs (2) ,  ces  équations  sont  identiquement  vérifiées,  eu 
égard  à  ce  que  le  point  (^,  yj?  C)  se  trouve  sur  la  surface 
représentée  par  l'équation  (3). 

En  chaque  point  O,  les  quantités  désignées  par  a,  i,  c, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  se  trouvent  comprises 
respectivement  entre  A  et  B,  B  et  C,  C  et  00  .  D'après 
cela,  les  moments  d'inertie  principaux  rangés  par  ordre 
de  grandeur ,  «-f-J,  a-f-c,  è-h-c,  étant  comparés  aux 
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moments  d'inertie  principaux  relatifs  au  centre  de  grarité 
et  rangés  dans  le  même  ordre,  A-f-B,  A-hC,  B  +  C, 
on  a  les  inégalités  suivantes  : 

A4-B<;«-4-6<B-4-C,    fl-f-c>AH-C,   £'+<:>B-4-C. 

Il  nous  est  facile  de  tromper  les  points  où  les  trois  mo- 
ments d'inertie  ont  trois  ^valeurs  données. 

Soient  Hi ,  Ht ,  Hs  les  valeurs  de  a ,  2^ ,  c  qui  résultent 
des  trois  moments  donnés ,  et  ^ ,  r? ,  (^  les  coordonnées  des 
points  dont  il  s'agit. 

Pour  obtenir  ces  coordonnées ,  il  nous  faut  résoudre 
les  trois  équations  simultanées 


Ht  —  A       Hi  —  B       Hi  —  C 

5'      ^      "'       .        Ç' 


H2  —  A       Hj  —  B       Hj  —  C 


-7=1. 


Hj  —  A       H3  —  B       H3  —  C 

Nous  y  parviendrons  facilement  comme  il  suit  (*)  : 
Dans  l'équation  (3)  qui  comprend  chacune  des  équa- 
tions proposées,  remplaçons  H  par  A  — 11 ,  et  considérons 
alors  $  5  >î  7  Ç  comme  des  quantités  connues ,  et  u  comme 
l'inconnue.  Sous  ce  point  de  vue ,  l'équation  sera  du  troi- 
sième degré,  et  ses  racines  seront  A  —  Hj,  A  —  Ht, 
A  — H,. 

Cette  équation  pourra  s'écrire 

1  -4-  1   H ' 1 ~ =  O. 

u^u-hB-^A        a-hC  — A 


(*)  Le  procédé  de  résolution  que  nous  donnons  ici  est  dû  à  M.  Ghélini; 
il  s'applique  à  un  nombre  quelconque  d*équations  de  même  forme. 

II.  4 
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Faisant  disparaître  les  dénominateurs  et  galant  le 
dernier  terme  au  produit  des  racines  changé  de  signe ,  il 
vient 

Ç»  (B  -  A)  {C  -  A)  =  -  (A  -  HO  (A  -  HO  (A  -  H3). 
Nous  trouverions  de  même , 

>,'(C-B)(A-B)=~(B-H.)(B-HO(B~H,), 
i;^(A-C)(B-C)=~(C-H0(C-HO(C~H,). 

Ainsi ,  les  équations  sont  résolues.  On  voit  qu'il  existe 
huit  points  où  les  trois  moments  d'inertie  principaux  ont 
les  valeurs  données.  Ces  huit  points  appartiennent  tous  à 
un  même  système  de  trois  surfaces  ]  ils  sont  deux  à  deux 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre,  et  pour  chacun  de 
ces  couples  de  points ,  les  axes  principaux  d'inertie  sont 
parallèles. 

J.  Biset f  Journal  de  VÉéole  Poljrt,^  XVP  cahier,  p.  4^5  181 1. 

5.  Étant  donnés  les  axes  et  les  moments  d* inertie 
principaux  relatifs  au  centre  de  grai^itéy  déterminer  le 
lieu  des  points  oii  deux  des  moments  d'inertie  princi- 
paux ont  une  même  valeur. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  sup- 
posons toujours  A  <  B  <  C.  Il  nous  faut  trouver  la  re- 
lation qui  existe  entre  1 9  v? ,  (^  lorsque  l'équation  en  H , 

(I)  _!!_^._Jîl-4._?L.^, 

^  '  H  — A       H  — B       H  — C"~    ' 

a  deux  racines  égales. 

Quand  deux  racines  diifférentes  de  A ,  B ,  C  sont  éga- 
les, l'une  d'elles  appartient  à  l'équation  dérivée 


(H  —  A)«  "*~  (H  —  BY  "*"  (H  —  Cy  ~  °* 
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Or  cette  dernière  équation  n'a  que  des  racines  imagi- 
naires ;  donc,  s*il  est  des  racines  doubles  ,  elles  ne  sont 
autres  que  A ,  B  ou  C. 

Pour  reconnaître  dans  quels  cas  ces  quantités  sont  ef- 
fectivement des  racines  doubles,  il  convient  de  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  de  Téquation  (i)  avant  de 
prendre  sa  dérivée.  Alors  on  arrive  sans  peine  aux  ré- 
sultats suivants  : 

La  valeur  H  =  C  est  racine  double  quand  on  a 

(2)  Ç  =  o     et 


C— A      C— B 

La  valeur  H  =  B  est  racine  double  quand  on  a 

(3)  v,  =  o     et         ^  ^       — - 


B— A       C— B 

La  valeur  H  =  A  ne  peut  jamais  être  racine  double. 

Par  conséquent,  l'ellipse  et  Thyperbole  représentées 
parles  équations  (a)  et  (3)  contiennent  tous  les  points 
où  deux  des  moments  d'inertie  principaux  ont  une  même 
valeur. 

J.  Bl28£T,  ibîd» 

6.  Déterminer  tous  les  points  oii  les  axes  principaux 
sont  parallèles  à  ceux  qui  se  coupent  en  un  point  donné. 

Soient  O  le  point  donné,  OX',  OY',  OU  les  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  à  ce  point ,  GX ,  GY,  GZ  des  axes 
parallèles  menés  par  le  centre  de  gravité ,  et  x, ,  j^i ,  z^  les 
coordonnées  du  point  O  relativement  aux  derniers  axes. 

On  a ,  par  hypothèse , 

4. 
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OU  bien,  en  transportant  les  axes  au  centre  de  gravité, 


f' 


yzdM  -h  M^,(z,  =  o, 
(A)  /    I  zxrfM -h  Mz, 47,  =  o, 

xfdM  -h  Mj7,  Xi  =  0. 


P 


Les  intégrales  qui  figurent  dans  ces  équations  (A)  con- 
servent la  même  valeur,  lorsqu'on  substitue  au  point 
donné  O  un  nouveau  point  où  les  axes  principaux  d'iner- 
tie soient  parallèles.  Par  conséquent,  nous  obtiendrons  le 
lieu  cherché  en  résolvant  les  équations  (A)  par  rapport 
à  ^1 5  j^i ,  ^1 ,  et  regardant  les  intégrales  comme  des  con- 
stantes. 

S^il  n'est  aucune  des  intégrales  qui  ^it  nulle ,  les  équa- 
tions (A)  nous  donneront  deux  systèmes  de  valeurs  de 
a:i  ,j^i ,  Zi  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi,  il  n'est  en 
général  que  deux  points  où  les  axes  principaux  soient 
parallèles.  La  droite  qui  unit  ces  deux  points  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  centre  de  gravité. 

Admettons  maintenant  que  l'une  des  intégrales   soit 

nulle;  ce  sera  par  exemple  l'intégrale   i  yzdM.,  Alors 

nous  aurons 

z,  =  0,     ou    Xt  =  p; 

et,  par  conséquent,  Tune  des  deux  autres  intégrales  sera 
nulle. 
Soient 

z,  =r  G     et    fzxdM  =:  o.  * 

Dans  ce  cas ,  le  point  donné  O  se  trouve  sur  Tun  des 
plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  5 
l'un  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  donné, 
OZ',  est  parallèle  à  l'un  des  axes  principaux  d'inertie  re- 
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lalifs  au  cenlre  de  gravité^  et  le  lieu  cherché  est  Thyper- 
bole  équilatère  représentée  par  Féquation 

Supposons  enfin  que  les  trois  intégrales  soient  nulles. 
Dans  ce  cas ,  deux  des  coordonnées  Xj ,  j^i ,  z^  sont 
nulles;  c'est-à-dire  que  le  lieu  cherché  est  l'un  quel- 
conque des  trois  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité. 

GuiBE&T,.  fourn.  de  r Ecole  Poljt,,  XXV*  cahier,  p.  1 18. 

Corollaire.  —  Le  résultat  obtenu  dans  le  cas  d'une 
intégrale  nulle ,  comparé  à  celui  du  problème  4,  nous 
conduit  à  ce  théorème  de  géométrie  :  Sur  une  série  d'el- 
lipses ou  d'hyperboles  homofocales  ^  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction 
donnée  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  aux 
foyers  communs. 

7.  Étant  donnés  un  coips  et  un  point  choisis  à 
volonté^  déterminer^  paimi  toutes  les  lignes  qui  passent 
à  ce  point  ^  celles  qui  sont  un  axe  principal  d inertie 
du  corps  relatii^ement  à  l'un  de  leurs  points. 

Soient  P  le  point  donné;  GÇ,  Grï,  G^  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité;  $1 ,  yj^ ,  ^, 
les  coordonnées  du  point  P  par  rapport  à  ces  axes;  X,  fz,  v 
les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  menée  par  le  point  P 
forme  avec  ces  axes  ;  O  le  point  de  cette  droite  par  rapport 
auquel  elle  est  un  axe  principal  d'inertie  ;  r  la  distance 
PO;  OX',  OY',  OZ'des  axes  parallèles  à  ceux  des  Ç,  y?, 
^  ;  et  conservons  pour  le  reste  la  notation  du  problème  4. 

Les  cosinus  X,  fx,  v  doivent  (P^obL  4.)  vérifier  les 
équations 

a^l  ^ff^  ^e'-,  _h'^^d'',  ^f\  __  c'y  +  e'I  -f-  r^  > 

(A)  r  --  ,^  •       •""  V  ' 


1 
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et 

Or  on  a  pour  un  point  quelconque  (xf^y^  z!)^  (Ç,  >3,  Ç) , 
z'  =  Ç  — (Ç,  +  rv); 

d'où 

«'  =  A  +  (S,  -f-  a)%        ^'  =  B  4-  (».  4-  r^)\ 
c'  =  C-h(Ç.  +  rv)% 
d''  ==  (>,,  +  r^)  (Ç,  -H  rv),     i?'  =  (Ç,  -4-  rv)  (|,  -+-  r^), 
/'  =  (5,-f-r^)(«ï..-+-rf*).       ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (A),  et  éli- 
minant r,  ce  qui  est  facile  parce  que  les  termes  en  /'•  se 
détruisent ,  il  vient 

pÇ.  (B  -  C)  -h  v>>i.  (C  —  A)  4-  VÇ,  ( A  -  B)  =  o. 

Cette  relation  nous  montre  que  toutes  les  droites  con- 
courantes qui  sont  un  axe  principal  d'inertie  pour  un  de 
leurs  points,  forment  le  cône  du  second  degré  représenté 
par  Téquation 

[(>i-«.)(«-ç.)ç.(B-cn 
-h«-Ç.)(?-«.)i».{C-A)  |  =  o, 
-+-(Ç-5i)(«--'ï.)Ç.(A-B)J 
ou 

(B~C)Ç.*,Ç  H-{C-.A),,.«  +(A~B)Ç.?« 

-h{B~C)>i,Ç.Ç4-(C-A)Ç.Ç.„4-(A  — B)Ç.^.Ç=:o. 
Ampàrs,  Mém,  de  l^Acad.  des  Se»  de  Paris  ^  t,  V;  1821-1822. 

Corollaire.  —  De  là  et  du  résultat  du  problème  4  nous 
concluons  cette  proposition  de  géométrie  :  Le  lieu  de 
toutes  les  normales  que  Von  peut  abaisser  d^un  point 
donné  sur  trois  séries  de  surfaces  homojbcales  est  un 
cône  du  second  degrés 

8.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  Varéte  d'un  tétraèdre  homogène  soit  un  axe 
principal  d'inertie  du  corps  relatii^ement  à  Vun  de  ses 
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points^  est  que  cette  at^te  soit  dans  un  plan  perpendicu- 
laiœ  à  Varêle  opposée. 

9.  Nous  proposerons  de  vérifier  quelques-uns  des  ré- 
sultats suivants  : 

n  s'agit  de  corps  homogènes ,  et  Ton  nomme  k  le  rayon 
de  gy ration. 

Pour  une  droite  AB  autour  d'un  axe  qui  passe  à 
r extrémité  A  et  fait  un  angle  P  ai^ec  la  droite  y  la  lon- 
gueur de  la  droite  étant  /,  on  a 

3 

Pour  une  droite  autour  d^un  axe  perpendiculaire 
et  non  situé  dans  le  rnéme  plan,  sa  étant  la  longueur 
de  la  droite  et  b  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de 
la  droite  sur  l'axe , 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire à  son  plan  et  passant  à  son  centre  de  grai^ité, 
r  étant  le  rayon,  c  la  corde  et  a  la  longueur  de  Tare, 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire à  son  plan  et  passant  au  milieu  de  Varc, 

a 

Pour  la  surface  d'une  ellipse  autour  du  grand  axe  , 
aa  étant    le  grand  axe  et   ai  le  petit  axe, 

Autour  du  petit  axe,  on  aurait  k}  =  j« 
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Pour  la  surf  ace  d^un  triangle  isocèle  autour  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base  y  la  base 
étant  a  b , 


Pour  la  surface  d'un  triangle  ABC  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  passant  au  sommet  A ,  les  câtés  opposés 
aux  sommets  A,  B,  C  étant  respectivement  a^b^  c^ 

Pour  la  surface  d'un  triangle  autour  d'un  cLxe  per- 
pendiculaire passant  au  centre  de  gra\^ité , 

Pour  la  surface  d'aune  ellipse  autour  d^un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre,  ^a^  :tb  étant  les  axes 
de  la  courbe, 

Pour  la  surface  d^un  parallélogramme  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  passant  au  centre,  aa  ,  ab  étant 
les  côtés , 

'^  ~"       3 

Pour  la  surface  d*un  polygone  régulier  autour  d'un 
axe  passant  au  centre  de  grai^ité,  n  étant  le  nombre 
des  côtés  et  c  la  longueur  de  chacun  d^eux , 

.    2  -f-  COS 

i'  =  fL ^. 

12                         271 
I  —  COS 

n 

Pour  une  sphère  creuse  autour  d^un  diamètre j  aet  b 
étant  les  rayons  de  la  surface  externe  et  de  la  surface 
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interne , 

Sa*—*»* 
Pour  un  cône  droit  autour  de  son  axe,  a  étant  le 
rayon  de  la  base, 

10 

Pour  un  cylindre  autour  de  son  axe,  a  étant  le  rayon 
de  là  base^ 

2 

Pour  un  cylindre  autour  d'une  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  Faxe,  a  étant  le  rayon  de  la  base  et  2  6  la  longueur 
du  cylindre , 

Pour  un  cône  droit  autour  d'une  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  par  le  centre  de  grai^ité^  a  étant  le  rayon 
de  la  base  et  c  la  hauteur  du  cône , 

Pour  une  lentille  biconvexe  autour  d'un  diamètre  de 
la  hase  commune  des  deux  lentilles  plan-com^exes  qui 
la  composent ,  la  notation  restant  la  même  que  dans  le 
problème  1 , 

__  I  7«*-i-i5fl*^'-+-io6* 
""20  a^-h  3è* 

Plusieurs  de  ces  résultats ,  et  en  particulier  ceux  qui  se 
rapportent  aux  solides,  ont  été  donnés  par  Euler  dans 
l'ouvrage  intitulé  :  Theoria  motus  corporum  solidorum, 
cap.  VI, 
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CHAPITRE  VIL 

PRINCIPE   DES   FORCES  VIVES  ET   DE  LA  TRANSMISSION 
DU   TRAVAIL. 


SECTION    I. 

FORGES    VIVES. 

L*expression  de  force  vwe  a  été  introduite  en  méca- 
nique par  Leibnitz ,  qui  s^en  est  servi  pour  la  première 
fois  dans  son  Mémoire  :  a  Spécimen  dynamicum  pro  ad- 
mirandis  naturœ  legibus  circa  corporum  vires,  et  mutuas 
actiones  detegendis ,  et  ad  suas  causas  revocandis  [Acta 
eruditorum,  i  y  go  ) .  »  Il  avait  en  vue  de  distinguer  la  force 
d'un  corps  en  mouvement  de  celle  d'un  corps  immobile 
qui  presse  un  obstacle.  Cette  dernière  force,  qui  n'est  en 
effet  qu'une  tendance  au  mouvement ,  fut  nommée  par 
opposition ybrce  morte. 

La  mesure  de  la  force  vive,  nommée  aussi  à  cette  époque 
force  motrice  ou  force  moui^ante,  fut  le  sujet  d'un  débat 
mémorable  dans  les  annales  des  sciences  entre  Leibnitz 
et  les  disciples  de  Descartes. 

Leibnitz  considérait  la  force  vive  comme  une  puissance 
inhérente  au  corps  en  mouvement,  par  laquelle  il  est  ca- 
pable de  vaincre  une  certaine  somme  de  résistance.  Pour 
trouver  la  mesure  de  la  force  vive ,  il  regardait  tout  corps 
animé  d'un  mouvement  comme  ayant  reçu  ce  mouvement 
par  l'action  de  la  gravité,  en  tombant  d'une  hauteur  con- 
venable. Or,  disait-il,  si  un  corps  de  masse  m  est  animé 
d'une  vitesse  i^,  il  est  capable  de  remonter  à  une  hauteur 

égale  à  — 9  en  surmontant  la  résistance  produite  par  la 
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gravîlé.  Si  le  corps  étaît  animé  d^une  vitesse  double, 
triple,  etc.,  il  serait  capable  de  remonter  à  une  hauteur 
quatre  fois,  neuf  fois,  etc.,  égale  à  la  précédente;  doue  il 
serait  capable  de  vaincre  une  résistance  quatre  fois ,  neuf 
fois  y  etc. ,  égale.  De  là  il  suit  que  la  force  vive  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  v;  elle  est  d* ailleurs  évi- 
demment proportionnelle  à  la  masse  m,  comme  la  résis- 
tance de  la  gravité-,  donc  la  vraie  mesure  de  la  force  vive 
est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse  ou  mi^'. 

Les  disciples  de  Descartes  répondaient  que  si  le  corps 
possède  utie  vitesse  double,  il  peut  à  la  vérité  remonter  à 
une  hauteur  quadruple  5  mais  cela  dans  uti  temps  double. 
Or  produire  un  effet  quadruple  dans  un  temps  double , 
c'est  avoir  une  puissance  double  et  non  une  puissance 
quadruple  •,  donc  la  puissance  ou  la  force  vive  d'un  corps 
en  mouvement  est  simplement  proportionnelle  à  la  vitesse, 
et  sa  mesure  naturelle  est  le  produit  de  la  masse  parla  vi- 
tesse ou  mi^.  Et  d'ailleurs,  ajoutaient-ils,  si  Ton  ne  fai- 
sait pas  entrer  la  durée  de  l'effwt  dans  l'estimation  de  la 
force ,  il  s'ensuivrait  qu'un  enfant  aurait  la  même  force 
qu'un  homme^  puisqu'un  enfant  peut  faire  en  deux  jours 
le  travail  qu'un  homme  fait  en  un  seul  jour. 

Du  côté  de  Leibnitz  se  rangèrent  Jean  et  Daniel  Ber- 
noulli,  Wolff,  s'Gravesande ,  Camus,  Muschenbroeck , 
Papin,  Hermann,  etc.  Les  principaux  adversaires  furent 
Maclaurin,  Clarke,  Stirling,  Désaguliers,  Robjns  et 
Mairan.  Malgré  leurs  défini tioiis  opposées,  les  deux  par- 
tis arrivaient  aux  mêmes  résultats  dans  la  plupart  des 
problèmes. 

Cette  discussion  dura  trente  années.  Enfin  d'Alembert 
fil  voir,  dans  la  préface  de  sa  Dynamique j  que  la  dispute 
portait  principalement  sur  les  termes,  sans  avoir  aucun 
rapport  nécessaire  avec  les  principes  fondamentaux  de  la 
mécanique.   Depuis   cette  époque,   on  est   convenu  de 
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nommer  quantité  de  mous^ement  d'un  corps  le  produit 
de  sa  masse  par  sa  vitesse,  d* appeler /orcc  vi\>e  le  produit 
de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse,  et  de  conserver  au 
Tsxox.  force  motrice  la  signification  que  lui  attribue  New- 
ton dans  les  Principes ^  savoir  le  produit  de  la  masse  du 
corps  par  Taccélération  que  la  force  communiquerait  au 
corps  s'il  était  libre.  U accélération  dont  il  s'agit  ici  est  la 
dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  vitesse  estimée  dans  le 
sens  de  la  force  5  on  la  nomme  aussi  ybrce  accélératrice. 
Ces  dénominations  sont  indépendantes  de  toute  théorie 
sur  la  nature  intime  des  forces^  elles  doivent  être  consi- 
dérées comme  des  conventions ,  faites  pour  simplifier  le 
langage. 

Le  principe  des  forces  vives  consiste  dans  l'existence 
d'une  intégrale  commune  à  tous  les  problèmes  de  dyna- 
mique ou  les  liaisons  s'expriment  par  des  équations  in- 
dépendantes du  temps.  Si  l'on  représente  par  X,  Y,  Z  les 
forces  motrices  qui  sollicitent  la  molécule  m  dans  le  sens 
des  axes  coordonnés ,  par  i^  la  vitesse  de  cette  molécule 
à  l'époque  t ,  par  f^o  sa  vitesse  à  l'époque  t^ ,  et  si  l'on 

convient  que  le  signe  sommatoire  ^l  s'étend  à  toutes  les 

molécules  du  système,  l'intégrale  dont  il  s'agit  peut 
s'écrire 

Dans  le  cas  où  la  somme  V(Xrfr  -}-  Ydy  -H  Tjdz)  est 

la  diflérentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  a:, 
y,  z^  etc.,  considérées  comme  variables  indépendantes, 
l'accroissement  de  la  force  vive  de  tout  le  système, 


2-'-2 


niu], 
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est  la  somme  des  accroissements  de  force  vive  que  rece- 
vraient les  différentes  molécules  si ,  étant  toujours  sollici- 
tées par  les  forces  dont  les  expressions  en  fonction  des 
coordonnées  sont  X,  Y,  Z,  etc.,  on  les  forçait.,  par  des 
liaisons  convenables ,  à  passer  de  la  première  position  à 
la  seconde,  en  suivant  im  chemin  choisi  à  volonté. 

Dans  le  cas  où  la  somme  ^^  (ILdx  -+-  Ydy  ■+-  Zdz)  est 

la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  des  coor- 
données X,  j^,  z,  etc.,  considérées  comme  variables  assu- 
jetties à  vérifier  quelques-unes  des  équations  de  liaisons , 
par  exemple  L  =  o,  M=o,...,  R  =  o,  l'accroissement 
de  force  vive  de  tout  le  système  est  la  somme  des  accroisse- 
ments de  force  vive  que  recevraient  les  différentes  molé- 
cules si,  étant  toujours  sollicitées  par  les  forces  X,  Y,  Z, 
elles  étaient  forcées,  par  des  liaisons  convenables,  de  pas- 
ser par  un  chemin  quelconque  de  la  première  position  à 
la  seconde,  en  vérifiant  toutefois  les  conditions  L=o, 
M  =  o,...,  R=o  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Enfin  lorsque  la  somme ^(XJx  -f-  Y  J)^ -f-  Zdz)  n'est 

point  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordon- 
nées x^  y,  z ,  etc.  5  considérées  comme  des  variables 
assujetties  à  vérifier  les  équations  de  liaisons,  Tintégrale 


^'^(X^x 


Ydx-{-Zdz] 


ne  peut  s'obtenir  qu'en  substituant  à  x,^,  z,  etc.,  leurs 
valeurs  en  fonction  du  temps  fournies  par  l'intégration 
des  équations  du  mouvement  ]  en  sorte  que ,  dans  ce  cas , 
le  théorème  des  forces  vives  n'est  d'aucune  utilité  pour 
trouver  les  intégrales  du  problème. 

Quand  plusieurs  molécules   sont  liées  entre  elles  de 
manière  à  former  un  système  solide,  les  actions  mutuelles 
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qui  naissent  de  ces  liaisons  n'entrent  pour  rien  dans  Tac- 
croissement  des  forces  vives. 

La  force  vive  d^un  système  se  décompose  toujours  en 
deux  parties  dont  Tune  est  la  force  vive  due  au  mouve- 
ment du  système  relativement  à  son  centre  de  gravité 
considéré  comme  fixe,  et  l'autre  est  la  force  vive  qu'au- 
rait le  système  s'il  était  tout  entier  concentré  à  son  centre 
de  gravité,  sans  que  le  mouvement  de  ce  point  soit  altéré. 
Quand  le  système  est  libre  ou  que  les  liaisons  se  rédui- 
sent à  des  relations  entre  les  distances  mutuelles  des  mo- 
lécules,  l'équation  des  forces  vives  s'applique  séparément 
au  mouvement  relatif  du  système  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

Le  théorème  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement  des  systèmes  à  liaisons  complètes.  On  nomme 
ainsi  les  systèmes  de  molécules  où  les  équations  de  liai- 
sons sont  en  nombre  égal  aux  coordonnées  moins  une. 
C'est  le  cas  de  presque  toutes  les  machines  employées  dans 
l'industrie. 

On  trouve  la  première  trace  du  principe  des  forces  Vives 
dans  un  postulatum  dont  Huyghens  s'est  servi  pour  dé- 
terminer le  centre  d'oscillation  (*)  -,  mais  ce  fut  Jean  Ber^ 
nouUi  (•)  qui  le  premier  soupçonna  une  loi  générale  de 
la  nature  dans  la  conservation  des  forces  vives.  Daniel 
Bemoulli  (')  appliqua  les  idées  de  son  père  au  cas  de 


(*)  Si  pendulum  è  pluribus  ponderibus  compositum ,  atque  è  quiète  di- 
missum,  partem  quamcumque  oscillationis  integrse  confecerit,  atque 
inde  porro  intelli^autur  pondéra  ejus  singula,  relicto  communi  vinculo, 
celeritates  acquisitas  sursum  convertere,  ac  quousque  possunt  ascendere; 
hoc  facto,  centrum  gravitaiis  ex  omnibus  compositse ,  ad  eamdem  alti- 
tudinem  reversum  eril,  quam  ante  inceptam  oscîllationem  obtinebat 
(Horoïogium  oscillatorium,  P.  IV,  prop,  4)- 

(')  Opéra f  passim. 

(•)  Mém.  de  VAcad.  des  Se.  de  Berlin,  1748,  p.  356. 
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plusieurs  corps  qui  s'attirent  avec  une  intensité  fonction 
quelconque  de  la  distance.  D'Alembert  (  *  )  démontra  le 
théorème  pour  plusieurs  cas  particuliers ,  à  Taide  de  son 
principe  général  de  dynamique ,  et  il  ne  fut  point  difficile 
de  reconnaître  que  sa  démonstration  s'applique  à  tous  les 
cas  où  le  théorème  subsiste-,  aussi  peut-on  regarder  le 
théorème  général  comme  démontré  dès  cette  époque. 

j^    X  1 .  Déterminer  le  mouvement  du 

l  /!  c  /      pendule  formé  par  un  corps  mifa- 
-^ —  noblement  lié  as^ec  un  axe  cylin- 
drique qui  roule  sans  glisser  sur 
deux  portions  d'un  même  plan  ho- 
rizontal. 

Considérons  la  section  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
mené  par  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système  5  les 
oscillations  seront  parallèles  à  ce  plan. 

Soient 

,  c  le  rayon  du  cylindre  5 

a  la  distance  de  l'axe  du  cylindre  au  centre  de  gravité 
du  système  -, 

m  la  masse  du  système  \ 

k  son  rayon  de  gyration  autour  d'une  parallèle  à  Taxe 
menée  par  le  centre  de  gravité. 

Prenons  l'origine  au  point  où  la  section  du  cylindre 
touche  la  trace  du  plan  horii&ontal  lorsque  le  pendule  est 
en  équilibre ,  dirigeons  l'axe  des  y  dans  le  sens  de^  la 
pesanteur,  et  nommons 

x^y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  5 

y  Tangle  que  la  droite  a  fait  avec  l'axe  des;^-, 

(*)  Traité  de  Dynamique,  part.  lï,  chap.  iv. 


64  MÉCANIQUE    RATIONHELLE. 

a  la  valeur  initiale  de  Tangle  o  correspondante  à  une 
vitesse  nulle. 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donne 

Or 

x  =  asiDf  —  cç,    ^  =  €icosç  —  c; 
dx       ,  ^dff        dy  .      dfD 

substituant  ces  valeurs,  et  déterminant  la  constante  par 
les  données  initiales ,  il  vient 

do^ 
(^*-hû*4-c* —  lac  co%ff)  -j^  =:2g:fl(cosç  —  cosa). 

Telle  est  l'équation  qui  nous  fait  connaître  la  vitesse 
angulaire  du  pendule  pour  une  position  quelconque. 

Si  nous  représentons  par  T  la  durée  d'une  oscillation, 
nous  aurons 

/a                                                            j_ 
(^»4-û»4-c»— aflrccos©)*    . 
1 ^^ 
(cosç  — cosa)' 

Cette  intégrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie  5  mais, 
si  nous  supposons  les  oscillations  fort  petites ,  il  sera  fa- 
cile de  calculer  sa  valeur  approchée. 

En  effet,  posons 

nous  aurons  approximativement,  en  négligeant  les  puis- 
sances de  ip  et  de  ^  supérieures  à  la  seconde, 

c6S(j)  =1  —  2>|/' ,     cosa  = 
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OU ,  posant  pour  abréger 


Dans  notre  ordre  d'approximation ,  nous  pouvons  rem- 
placer  y/ —--^~L  par  A  (^  i  -h  ^  ^^,  tj;«  j  ;  alors  1  m- 
tégration  peut  s'eflfectuer ,  et  il  vient 

Eu  LEE,  Nova  Acta  Acad,  Petrop.y  1788,  p.  i45. 

2.  Un  filjlexible ,  très-mincc  et  sans  poids ,  attaché  à 
un  point  fixe  par  son  extrémité  supérieure,  s'enroule 
sur  la  circonférence  d'un  cercle  vertical,  lequel  fait 
corps  avec  un  solide  dont  le  centre  de  grai^àé  coïncide 
a\fec  le  centre  du  cercle.  Une  partie  du  fil  étant  déroulée 
et  tendue  verticalement ,  on  abandonne  le  coips  à  son 
poids.  Déterminer  le  mouvement  quû  prendra. 

Il  est  clair  que  la  partie  rectiligne  du  fil  sera  toujours 
verticale,  car  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont 
verticales. 

Soient 

y  la  longueur  de  cette  partie  rectiligne  \ 

j^o  la  valeur  initiale  de  y  5 

ôTangle  dont  le  corps  a  tourné  autour  de  son  centre 
de  gravité  5 

a  le  rayon  du  cercle  5 

m  la  niasse  du  corps  ^ 

k  son  rayon  de  gyration  autour  d'une  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle,  menée  par  le  centre. 

II.  5 
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On  a 

et  d'ailleurs 

dO        I  dr 

A  Taide  de  cette  dernière  relation  réquation  des  forces 
vives  peut  s'écrire 

/i»  -h  /'  dy 

Elle  a  pour  intégrale 

X^Xo   ou   Af  — 


2  («»  -f-  X'  ) 

Cet  exemple  est  l'un  des  Theoremafa  selecta  donnés 
par  Jean  BernouUi  pro  consetvatione  vîrium  vivarum 
demonstranda  et  experimentis  confirmanda. 

Comment,  Àcad.  Petrop  ,  1727 ,  p.  200.  —  Opéra ,  t.  ÏII , 
p.  127. 

3.  Un  pilon  y  maintenu  vertical  à  l'aide  d*un  collier, 
est  pressé  ai^ec  une  force  connue  contre  un  plan  incliné^ 
surface  supérieure  d'un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
dans  une  rainure  horizontale.  Déterminer  le  mouvement 
communiqué  à  ce  corps  ^  en  négligeant Jes  frottements . 

Prenons  Taxe  des  j  dirigé  suivant  le  pilon  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  l'axe  des  x  dirigé  en  sens  con- 
traire du  mouvement  dans  le  plan  horizontal  de  la  rainure. 

Nommons  a  l'angle  que  la  trace  du  plan  incliné  sur  le 
plan  des  3cy  fait  avec  la  verticale  ; 

jretx^  les  distances  à  l'origine  des  points  où  celle  trace 
coupe  les  axes  \ 

f(y)  la  force  appliquée  au  pilon  ; 

m  la  masse  du  pilon  \ 

ni  celle  du  corps  \ 
j'o  la  valeur  de  j^  lorsque  le  mouvement  commence. 
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i*yo 


Nous  avons 

Eliminant  x!  par  la  relation  x'  =zj  tanga    il  vient 
dxs/m-hm'tain^^oi 


6y 


df. 


H 


^J   Ar)<ir 

Si  Ion  suppose,  en  particulier,  que  la  force  agissant 
sur  le  pilon  soit  la  pesanteur  seule,  alors  on  a 

et  l'intégration  de  l'équation  du  mouvement  peut  s'effec- 
tuer. On  trouve 


/ 


y- 


m  -H  m' tang'  a 


j^'=jro  tanga 


-  mgt^  tanga 


m  4-/w'tang*a 
A 4.   Un  poids  P  est  sus- 
pendu  à    un    anneau  D; 
dans  cet  anneau  passe  une 
corde  qui,  d'une  part,  est 
attachée  à  un  point  fixe 
A,  et   qui  y  d^  autre  part, 
après  auoir  passé  sur  une 
poulie    de    rem^oi    B ,    va 
s'enrouler  sur  un  cylindre 
homogène   horizontal    C, 
mobile  autour  de  son  axe,  et  soutient  enfin  un  poids  P'. 
On  fait  abstraction  du  poids ,  de  la  raideur  et  de 
V épaisseur  de  la  corde,  ainsi  que  des  frottements  sur 

5. 
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les  anneaux.  La  poulie  de  refwoi  B  est  supposée  infi- 
niment petite  et  à  la  même  hauteur  que  le  point  fixe  A. 
La  corde  ne  glisse  point  sur  le  cylindre  C ,  mais  elle 
r entraine  dans  son  moui^ement.  Troui^er  le  moui^ement 
du  système  y  en  supposant  quil  ny  ail  pas  de  ^vitesse 
initiale. 

Soient 

2  a  la  distance  A6; 

M  la  masse  du  cylindre  C  \ 

r  le  rayon  du  cylindre  \ 

0  Tangle  dont  ce  cylindre  a  tourné  depuis  l'origine  du 
mouvement  5 

y  et  y'  les  distances  de  l'anneau  D  et  du  poids  P'  à 
rhorizoDtale  AB; 

/o  et  j^'o  les  valeurs  initiales  de  y  et  de  j^, 

Nous  supposerons  qu'à  Tinstant  où  le  mouvement 
commence,  les  cordes  qui  portent  les  poids  sont  verticales 
et  l'anneau  D  est  à  égale  distance  de  A  et  de  B.  Dans  cette 
hypothèse,  chacun  des  deux  poids  restera  constamment 
sur  une  même  verticale,  puisque  rien  ne  tend  à  le  dévier 
ni  à  droite  ni  à  gauche. 

L'équation  des  forces  vives  est  donc  la  suivante  : 

+  2P'(r'-/.). 

Nous  avons  d'ailleurs 

j'  H-  2  ^a^  -h  y'  =  const.,     rô  —  7'  =  const. ; 

d'où 

dy*  iy       dy        dQ         i  dy' 

dt   '""        ^^rijfrp  dt         dt  "^  r    dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  des  forces  vives 
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vl  posant ,  pour  abréger, 

Va'  _ 

P-h4P'4-  ^Mg  ■"  ^'' 

il  vient 


0^-"/«- ^  (\/«'-Hr'~  \/«'+:^  :) 


Cette  équation  ne  peut  s'intégrer  sous  forme  finie  5 
néanmoins  il  nous  est  facile  de  reconnaître  quelle  est  la 
nature  du  mouvement  dans  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

1°.  Observons  d'abord  que  le  système  reste  en  équilibre 
si  l'on  a 

2^.  Soit 


Alors  le  poids  P  l'emporte  dans  l'état  initial, j^  augmente, 
et ,  par  suite,  il  faut  prendre  le  signe  -h  dans  l'équation  (A) 

tant  que  —  ne  devient  point  infini. 

Or  le  radical  qui  divise  dy  s'annule,  non-seulement  pour 
j  =  j^oî  naais  encore  pour 


y  =  >'o  -h  2 /  p  \., ~  ji 


m 


Ceci  nous  conduit  à  faire  successivement  deux  hypo- 
thèses dans  le  cas  que  nous  examinons. 

Si  -—  >>  1  ;/i  est  plus  petit  que  /o>  -7-  ne  devient  point 
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infini ,  et  par  conséquent  —  reste  toujours  positif,  c'est- 
à-dire  que  le  poids  P  descend  autant  que  la  longueur  de 
la  corde  le  permet.  Si  la  corde  avait  une  longueur  indé- 
finie, la  vitesse  du  poids  croîtrait  au  delà  de  toute  limite; 

car  —  converge  vers  o  lorsque^  augmente  indéfiniment. 

p 
Si  -Tp7  <  1 5  y,  est  plus  grand  que  yo  ^  et  par  consé- 
quent Panneau  arrive  en  descendant  jusqu^à  la  distance /i 
pour  laquelle  —  devient  infini.  Là  sa  vitesse  est  nulle, 

mais  les  poids  ne  se  font  point  équilibre,  le  poids  P  l'em- 
porte. L'anneau  s'élève  donc  jusqu'à  la  distance  j^o  ^t^  re- 
passant aux  mêmes  points  avec  la  même  vitesse,  puis  re- 
descend, et  ainsi  de  suite.  Dans  l'équation  (A)  le  signe  -f- 
répond  toujours  à  la  descente,  et  le  signe  —  à  la  montée. 
3^.  Supposons  maintenant 


Alors  le  poids  P'  l'emporte  dans  l'état  initial,  le  point 
D  monte  jusqu'à  la  distance  yi ,  laquelle  est  inférieure  à 
ja]  puis  il  descend  jusqu'à  la  distance /o^  remonte,  et  os- 
cille ainsi  tant  qu'on  ne  met  pas  d'obstacle  au  mouvement. 

Question  proposée  au  concours  d'agrégation  y  année  i85i. 

Nous  engagerons  à  reprendre  le  même  problème,  en 
supposant  que  la  poulie  de  renvoi  B  ne  soit  pas  située  à 
la  même  hauteur  que  le  point  d'attache  A.  Dans  ce  cas, 
l'anneau  D  décrit  une  hyperbole  équilatère  dont  les 
asymptotes  sont  l'horizontale  et  la  verticale  qui  se  cou- 
pent au  milieu  de  la  ligne  AB. 

5.  Une  chaîne  pesante^  infiniment  mince ^  mais  (T épais- 
seur variable^  se  meut  sur  une  cjcloïde  dont  l'axe  est 
^wrtical  et  la  concavité  tournée  en  haut.  Démontrer  que 
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le  point  qui  est  le  centre  de  grauité  de  la  chaîne  lors- 
quelle  est  tendue  en  ligne  droite,  se  meut  comme  un 
point  pesant  isolé. 

Prenons  Torigine  au  sommet  de  la  cycloïde  el  Taxe 
des  y  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Soient 

G  le  point  considéré,  centre  de  gravité  de  la  chaîne 
tendue  en  ligne  droite  -, 

s  Tare  compris  entre  l'origine  el  le  point  G  j 

d  Tare  compris  entre  le  point  G  et  un  point  quel- 
conque de  la  chaîne; 

dm  la  masse  de  l'élément  flîff  ; 

X  el  y  les  coordonnées  de  cet  élément  ; 

a  le  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde. 

On  a ,  par  le  principe  des  forces  vives , 

—^Jdm  =  —  igfydm  -h  const. , 

les    intégrales   qui    figurent    ici    s'étendant  à   tous  les 
éléments  de  la  chaîne. 

Or,  d'après  le  nature  de  la  cycloïde , 

5  -H  or  =  2  v«r  1     j  —  '~~I7i — 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  y  dans  Téquation 
précédente,  en  observant  que  f<jdm  =  o^  et  que 
fa^dni  est  une  constante,  on  trouve 

—  =  -^  (const.  -5'), 

ce  qui  est  l'équation  du  mouvement  d'un  point  pesant 
isolé  sur  la  cycloïde. 

PuiSEUX,  Journ,  de  M.  Liouville,  t.  VIII,  p.  71;  i843. 

6.  Déterminer  le  mowement  dune  barre  pesante^  ho- 
mogène et  d'épaisseur  constante,  dont  tes  extrémités  s'ap- 
puient sur  deux  droites  fixes  situées  dans  le  même  plan. 
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Soient  2/  la  longueur  de  la 
barre,  m  sa  masse,  B  Tangle 
qu'elle  fait  avec  l'horizon ,  a 
et  a!  les  inclinaisons  des  droi- 
tes fixes  sur  l'horizon. 
"î '  ^  '" Prenons  l'origine  des  coor- 

données à  l'intersection  des  deux  droites  fixes,  l'axe  Aesy 
dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  représentons 
par  a:, y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  barre. 
Nous  avons 

'^  Usï^  "*-5?^ -^5f)  =~  "'"^^■^^""^^- 
ELliminant  x  elyk  l'aide  des  valeurs 

facosasinfa' — Ô)  1 

x  =  l\ r— 7 — ^ — jT—^  —  cose    , 

L        sm  (a  +  a')  J 

,  r2sinasin  (a'  —  G)         .    /\ 
-^  L       Sin{a-ha')  J 

nous  obtiendrons  une  équation  qui  nous  fera  connaître  la 
vitesse  angulaire  —  correspondante  à  l'inclinaison  9. 

Quand  on  suppose  a  =  o  et  a'  =  -9  l'équation  dont  il 
s'agit  devient 

00  et  |3  représentant  les  valeurs  initiales  de  l'angle  6  et  de 

1  •  ,  .     ^ô 
la  vitesse  anmlaire  ^-• 

^  dt 

Dans  la  même  hypothèse ,  la  barre  ayant  sa  position  ini- 
tiale ,  attachons  au  point  où  elle  touche  l'axe  des  y  un 

pendule  d'une  longueur  égale  ^%l\  plaçons  ce  pendule 

suivant  le  prolongement  de  la  barre,  puis  imprimons  aux 
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deux  corps  une  même  vitesse  angulaire  j3.  D'après  Téqua- 
lion  que  nous  venons  d'obtenir,  le  pendule  et  la  barre 
resteront  parallèles  dans  leur  mouvement. 

Ceci  suppose  que  la  barre  ne  se  sépare  jamais  des  deux 
droites  fixes.  Or,  si  elle  est  simplement  posée  contre  les 
droites,  puis  abandonnée  sans  vitesse  initiale,  on  trouve 
qu'elle  se  séparera  de  la  droite  verticale  dès  que  F  incli- 
naison 9  aura  acquis  la  valeur  déterminée  par  Téquation 

2    . 
smô  =  ~sin0o. 

7.  Un  point  pesant  A  descend  sans  vitesse  initiale  le 
long  d^une  courbe  S,  en  tirant  un  second  point  pesant  B 
sur  une  autre  courbe  S',  à  l'aide  d'un  fil  qui  passe  sur 
une  très-petite  poulie  de  renvoi.  Déterminer  les  vitesses 
des  deux  points  lorsquHls  ont  parcouru  des  hauteurs 
verticales  données. 

Soient  m,  m' les  masses  des  deux  points,  i^,  p»'  leurs 
vitesses  respectives  lorsqu'ils  ont  parcouru  les  hauteurs 
verticales j^,  j^',  l'un  en  montant,  l'autre  en  descendant, 
et  ds^  ds^  les  éléments  des  deux  courbes. 

On  trouve 

ds''  _  ds'""  __    mds^  4-  m' ds"" 

Jean  Bernoulli,  Acta  Erud,^  1735,  p.  210.  —  Opcra, 
t.  III,  p.  256. 

8.  Une  équerre formée  de  deux  tiges  minces,  homogè- 
nes et  partout  légale  épaisseur,  peut  tourner  librement 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  sommet  qui  est  fixe. 
Étant  donnée  V inclinaison  de  l'une  des  tiges  sur  l'ho- 
rizon quand  V équerre  est  en  équilibre,  on  demande  de 
déterminer  l'amplitude  des  oscillations  que  l'équerre 
exécute  lorsqu'on  V abandonne  à  son  poids,  après  ayoir 
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amené  la  tige  considérée  dans  une  position  horizontale» 

Soient  |3  rinelinaison  donnée  et  0  l'angle  qui  mesure 
Famplitude  des  oscillations. 
On  trouve 

e=2p.  w.  w. 

9.  Une  chaîne  homogène,  très-mince  et  dépaisseur 
constante  est  en  partie  étendue  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  glissant,  tandis  que  Vautre  partie  pend  au- 
dessous  du  plan.  Déterminer  le  mouvement  que  prend 
cette  chaîne  lorsquon  l'abandonne  à  son  poids. 

Soient  /  la  longueur  de  la  chaîne,  x  la  longueur  de  la 
partie  qui  pend  au-dessous  du  plan ,  et  x^  la  valeur  ini- 
tiale de  X. 

On  trouve  l'équation 


\/h^o,' 


■4-  v/>g'— . 


Si  l'on  y  pose  x  =z  l^  elle  fait  connaître  le  temps  néces- 
saire pour  que  la  chaîne  tombe  tout  entière  hors  du  plan. 

SECTION  11. 

TRANSMISSION    DU    TRAVAIL    PAR    LES    MACHINES. 

*  On  nomme  trai^ail  élémentaire  d'une  force,  le  produit 
de  cette  force  par  la  projection  sur  sa  propre  direction  du 
chemin  que  son  point  d'application  parcourt  pendant  un 
instant  infiniment  petit  dt,  La  somme  des  travaux  élé- 
mentaires produits  pendant  un  temps  donné  t —  fo  mesure 
le  travail  de  la  force  pendant  le  même  temps.  Cette  défini- 
tion répond  très-bien  à  l'idée  que  l'on  se  forme  communé- 
ment du  travail  d'un  moteur,  laquelle  implique  distance 
parcourue  et  résistance  surmontée.  Elle  permet  d'énon- 
cer le  principe  des  forces  vives  sous  cette  forme  simple  : 

Pans  tout  système  de  points  matériels  assujettis  à 
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des  liaisons  indépendantes  du  temps,  r accroissement 
de  la  somme  des  forces  villes  pendant  un  temps  donné 
est  égal  à  deux  fois  la  somme  des  travaux  produits 
pendant  le  même  temps  par  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  système. 

C'est  ainsi  que  Ton  énonce  ordinairement  le  principe 
des  forces  vives  dans  l'étude  des  machines  en  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines ,  les  pièces  solides  qui  les 
composent  ne  se  déforment  pas  sensiblement,  au  moins 
pendant  un  temps  peu  considérable  5  de  là  il  résulte  qu'en 
appliquant  le  principe  des  forces  vives  au  mouvement  des 
machines  9  on  peut  généralement  faire  abstraction  des 
forces  intérieures  qui  naissent  des  actions  mutuelles  entre 
les  différentes  molécules  de  chaque  pièce. 

On  doit  considérer  dans  toute  machine  deux  espèces 
de  forces,  les  unes  mouvantes,  les  autres  résistantes. 
Les  premières  ont  un  travail  positif,  c'est  le  travail  mo- 
teur; les  secondes  ont  un  travail  négatif,  c'est  le  travail 
résistant . 

Soient 

Smp'*  et  Hmvl  les  sommes  des  forces  vives  correspon- 
dantes aux  époques  t  et  t^] 

T«  la  somme  des  travaux  positifs  produits  pendant  le 
temps  t  —  ?o  9 

T^  la  somme  des  travaux  négatifs  développés  pendant  le 
même  temps  et  pris  en  valeurs  absolues. 

Nous  aurons 

La  discussion  attentive  de  cette  équation  nous  indi- 
quera les  conditions  que  doit  remplir  une  bonne  machine, 
et  les  principes  généraux  qui  doivent  présider  à  sa  con- 
struction. 
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La  force  mouvante  étant  donnée ,  si  la  force  résistante 
est  tellement  considérable,  qu'elle  empêche  tout  mouve- 
ment ,  le  travail  sera  nul  ^  si  au  contraire  la  force  résis- 
tante est  très-faible ,  la  vitesse  pourra  devenir  grande  ; 
mais,  comme  cette  vitesse  est  presque  toujours  limitée  par 
la  nature  du  moteur,  le  travail  sera  toujours  peu  consi- 
dérable. On  conçoit  par  là  qu'il  est  une  proportion  entre 
les  efforts  et  les  vitesses  pour  laquelle  le  travail  est  un 
maximum.  Parent  (*)  est  le  premier  qui  ait' fait  cette  re- 
marque et  se  soit  proposé  de  trouver  les  conditions  du 
maximum  de  travail  pour  quelques  machines.  Les  géo- 
mètres et  ingénieurs  qui  vinrent  après  lui ,  Daniel  Ber- 
noulli,  Euler,  Borda,  Coulomb,  Carnot,  Bélidor  et  Smea- 
ton  entrèrent  dans  cette  voie  de  recherches  utiles.  Ce  fut 
Lagrange  (')  qui  signala  l'importance  de  l'équation  des 
forces  vives  dans  les  questions  relatives  à  l'effet  des  ma- 
chines. Cette  idée  fut  fécondée  par  Petit  (*),  par  Navier  (*) 
et   surtout  par   Coriolis  dans  son  excellent  Traité  du 
calcul  et  de  V effet  des  machines  (1829).  C'est  à  cet  au- 
teur que  l'on  doit  l'expression  de  travail  d^une  force  em- 
ployée dans  le  sens  que  nous  avons  défini. 

1*.   Discussion  de  Inéquation  des  forces  vivres 

(A)  '^mp'-'^m.l  =  ^(T^-Tr). 

Les  forces  vives  qui  entrent  au  premier  membre  de 
cette  équation  sont  la  force  vive  de  chaque  molécule  de  la 
machine  dans  son  mouvement  naturel ,  celle  des  mêmes 
molécules  dans  le  mouvement  vibratoire  qui  accompagne 
presque  toujours  le  premier  mouvement ,  celle  des  sup- 

(*)  Mémoires  de  VAcad,  des  Sciences  de  Paris,  1704,  p.  323. 
(')  Théorie  des  Fonctions  analytiques,  P.  III,  c.  7;  1797. 
(•)  Annales  de  Chimie,  1818,  t.  VIII,  p.  287. 

(*)  Notes  ajoutées  dans  la  nouvelle  édition  de  V Architecture  hydrau- 
lique de  Bélidor,  t.  I;  1819. 
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ports  et  du  sol  euvironnant,  enfin  celle  de  Tair  am- 
biant. Le  travail  résistant  T^  qui  figure  au  second  mem- 
bre se  compose  du  travail  utile  que  la  machine  a  pour 
but  de  produire,  et  du  travail  nuisible^  nommé  aussi  tra-^ 
vail  des  résistances  passives.  Ce  dernier  renferme  le  tra- 
vail produit  par  le  frottement  des  pièces  Tune  contre 
l'autre  ou  contre  les  supports,  le  travail  dépensé  dans 
les  vibrations  qui  sont  communiquées  aux  diverses  piè- 
ces de  la  machine,  le  travail  dépensé  dans  les  mouve- 
ments qui  sont  communiqués  aux  supports  et  au  sol  en- 
vironnant, enfin  le  travail  qui  naît  de  la  résistance  de 
l'air  ambiant.  Le  travail  des  frottements  peut  se  calculer. 
Celui  des  vibrations  de  la  machine  ne  peut  se  mesurer 
dans  Tétat  actuel  de  la  science ,  mais  on  démontre  qu'il  est 
égal  à  la  force  vive  produite  par  les  mêmes  vibrations;  on 
peut  donc  faire  abstraction  de  ce  travail  et  de  cette  force 
vive  dans  l'équation  générale.  Le  travail  qui  naît  des 
mouvements  communiqués  aux  supports  et  au  sol  envi- 
ronnant est  parfois  considérable  5  on  n'a  pas  pu  jusqu'ici 
le  soumettre  au  calcul.  Enfin  le  travail  consommé  par 
l'air  ambiant  est  en  général  une  très-petite  fraction  du 
travail  résistant  total  5  on  peut  la  négliger. 

Quand  on  considère  le  mouvement  depuis  son  origine 
jusqu'à  son  extinction  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
instants  où  les  vitesses  sont  les  mêmes,  le  premier  membre 
de  l'équation  (A)  est  nul.  Il  en  résulte  que  le  travail  mo^ 
teur,  dans  ce  cas,  est  égal  au  travail  résistant.  Ainsi 
l'effet  de  la  machine ,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment ,  a  été  de  transmettre  le  travail  des  forces  mouvantes 
aux  forces  résistantes  sans  aucune  déperdition.  Ceci  con- 
stitue le  principe  nommé  par  Coriolis  principe  de  la 
transmission  du  travail. 

Il  importe  de  diminuer  autant  que  possible  le  travail 
des  résistances  passives ,  afin  qu'une  plus  grande  portion 
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du  travail  résistant  se  traduise  en  effet  utile.  Par  consé- 
quent, dans  rétablissement  d*une  machine,  on  aura  soin 
d'éviter  les  frottements  qui  ne  sont  point  nécessaires, 
d'adoucir  ceux  qu'on  ne  peut  éviter;  on  prendra  toutes 
les  précautions  convenables  pour  qu'il  ne  soit  pas  com- 
muniqué de  vibrations  considérables  aux  supports  et  au 
sol  environnant.  Il  faudra  éviter  les  chocs  avec  plus  de 
soin  encore;  car,  outre  qu'un  choc  fait  naître  des  vibra- 
tions intenses  dans  les  pièces  de  la  machine  et  dans  leurs 
supports ,  il  produit  des  déformations  qui ,  sans  être  con- 
sidérables, peuvent  néanmoins  absorber  une  grande  quan- 
tité de  travail  à  cause  de  la  résistance  considérable  des 
forces  moléculaires.  Les  meilleures  machines  se  meuvent 
sans  bruit,  sans  ébranlement,  et  pour  ainsi  dire,  sans 
laisser  soupçonner  l'effort  qu'elles  produisent. 

Les  maxima  et  les  minima  de  la  force  vive  ne  peuvent 
se  présenter  que  dans  les  positions  de  la  machine  où  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  On  le 
reconnaît  en  observant  que  les  travaux  élémentaires  qui 
représentent  la  différentielle  de  la  force  vive,  sont  préci- 
sément les  moments  virtuels  dont  la  somme  est  nulle 
lorsqu'il  y  a  équilibre.  En  outre,  pour  que  l'équilibre 
ait  lieu,  il  suffit  que  les  travaux  élémentaires  des  diffé- 
rentes forces  aient  une  somme  nulle  dans  les  deux  mou- 
vements contraires  dont  la  machine  est  susceptible  de 
part  et  d'autre  de  la  position  considérée.  Les  diffiérents 
cas  sont  compris  dans  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résis- 
tante, il  y  a  maximum  ou  minimum  de  force  viucy  ou 
bien  il  ny  a  ni  maximum  ni  minimum,  suivant  que  la 
somme  algébrique  du  travail  élémentaire  moteur  et  du 
trai^ail  élémentaire  résistant  passe  en  s' annulant  du  po- 
sitif au  négatif  ou  du  négatif  au  positif  ou  bien  ne 
change  pas  de  signe. 
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Dans  le  premier  cas,  la  position  correspondante  de  la 
machine  est  une  position  ôi! équilibre  stable;  car,  si  Ton 
écarte  un  peu  la  machine  de  cette  position  dans  le  sens 
du  mouvement ,  la  force  résistante ,  qui  alors  est  supé- 
rieure à  la  force  motrice,  tend  à  ramener  la  machine  dans 
la  position  première,  et  si  Técartest  produit  en  sens  con- 
traire du  mouvement,  la  force  motrice,  qui  alors  est  la 
plus  grande,  tend  à  ramener  encore  la  machine  dans  la 
position  première.  On  verra  de  même  que,  dans  le  se- 
cond cas,  la  position  de  la  machine  pour  laquelle  les 
forces  sont  égales,  est  une  position  Ôl  équilibre  instable  ; 
car,  quel  que  soit  le  sens  du  petit  déplacement  produit, 
celle  des  deux  forces  qui  est  la  plus  considérable  tend 
à  éloigner  la  machine  de  la  position  première.  Dans  le 
troisième  cas,  l'équilibre  n^est  ni  stable  ni  instable,  ou 
plutôt  il  est  stable  relativement  à  un  écart  produit  dans 
un  sens,  et  instable  relativement  à  un  écart  produit  dans 
l'autre  sens-,  car,  quel  que  soit  le  sens  du  déplacement, 
la  force  qui  est  la  plus  grande  agit  dans  la  même  direc- 
tion. L'existence  de  ce  dernier  cas  d'équilibre  est  cause 
que  les  positions  d'équilibre  stable  et  d'équilibre  instable 
ne  se  succèdent  pas  toujours  alternativement.  Enfin,  si 
les  forces  se  font  équilibre  pour  une  série  de  positions 
consécutives  de  part  et  d'autre  de  la  position  considérée, 
celle-ci  est  une  position  S! équilibre  indifférent. 
2*.  Mouvement  uniforme,  volants  et  régulateurs , 
Lorsqu'une  machine  commence  à  se  mouvoir,  le  tra- 
vail moteur  élémentaire  l'emporte  d'abord  sur  le  travail 
résistant^  alors  la  force  vive  et  la  vitesse  augmentent.  Le 
travail  résistant  élémentaire  devient  bientôt  égal  au  tra- 
vail moteur-,  à  cet  instant ,  la  force  vive  est  un  maximum. 
Si  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant  continuent  de 
varier  d'une  manière  inégale,  la  vitesse  subit  des  varia- 
tions  correspondantes.    Cependant  on  a  de  l'intérêt  à 
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maintenir  runiformité  du  mouvement ,  non  qu'elle  soit 
nécessaire  à  une  bonne  transmission  du  travail ,  mais 
parce  que  le  travail  produit  est  de  meilleure  qualité  au 
point  de  vue  industriel  :  il  a  plus  de  régularité.  En  outre, 
si  les  vitesses  étaient  sujettes  à  des  variations  rapides ,  ces 
changements  brusques  ne  pourraient  guère  s'effectuer  sans 
produire  des  ébranlements  dans  les  supports.  Il  est  donc 
important  de  chercher  comment  on  pourra  favoriser  l'u- 
niformité du  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines,  les  vitesses  des  diffé- 
rentes parties  ont  des  rapports  constants,  abstraction 
faite  des  vibrations.  Soient  u  la  vitesse  d'une  molécule 
de  la  machine  choisie  à  volonté ,  av^  celle  de  Tune  quel- 
conque des  autres  molécules.  L'équation  des  forces  vives 
prendra  la  forme 

Or,  la  différence  T,„  —  T^  étant  donnée,  plus  2 ma'  sera 
considérable ,  moins  la  différence  des  vitesses  ^  —  Uq  sera 
grande  •,  on  diminuera  donc  les  inégalités  de  la  vitesse  si 
Ton  ajoute  à  la  machine  de  nouvelles  pièces  dont  le  poids 
et  la  vitesse  relatives  soient  considérables. 

Ces  pièces  additionnelles  portent  le  nom  de  volants. 
Pour  qu'elles  n'augmentent  pas  les  variations  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant ,  on  fait  en  sorte  que  leur 
centre  de  gravité  reste  immobile  ^  car  alors  le  travail  de 
la  pesanteur  sur  ces  pièces  est  constamment  nul  ;  leur 
seul  inconvénient  est  d'accroître  un  peu  la  somme  des 
frottements.  Les  volants  sont  ordinairement  de  grandes 
roues  concentriques  à  Tarbre  principal  de  la  machine. 

Il  arrive  assez  souvent  que  la  force  motrice  et  la  force 
résistante  peuvent  être  réglées  de  manière  qu  elles  re- 
prennent toujours  les  mêmes  valeurs  lorsque  l'arbre  de  la 
machine  a  tourné  d'un  angle  déterminé;  dans  ce  cas,  le 


DYNAMIQUE.  8l 

mouvement  finira  par  être  périodique,  F  amplitude  de  la 
période  sera  F  angle  dont  il  s'agit.  Nous  pourrons  déter- 
miner le  moment  d'inertie  du  volant  qu'il  faut  adapter  à 
l'arbre  pour  que  la  difTérence  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  des  valeurs  de  la  vitesse  soit  réduite,  dans  cha- 
que période,  à  une  fraction  donnée  de  la  vitesse  moyenne. 
Un  exemple  simple  indiquera  la  marche  à  suivre. 

Nous  supposons  un  arbre  hori- 
zontal OA,  muni  d'une  manivelle 
ON  qui  est  articulée  à  une  bielle 
verticale  NM.  La  force  résistante 
est  un  poids  Q  suspendu  à  l'extré- 
mité d'une  chaîne  qui  s'enroule  sur 
l'arbre.  La  force  motrice  est  une 
force  constante  P,  qui  pendant  une 
demi-révolution  tire  la  bielle  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  et  pendant 
l'autre  demi-révolution  la  pousse 
en  sens  contraire,  de  manière  à  favoriser  toujours  le  mou- 
vement de  rotation  sans  écarter  la  bielle  de  la  verticale. 
Nous  négligeons  le  poids  de  la  chaîne  et  celui  de  la  bielle,  et 
nous  admettons  que  le  mouvement  soit  devenu  périodique. 
Puisque  le  mouvement  est  périodique,  le  travail  de  la 
force  motrice  pendant  un  tour  entier  est  égal  au  travail 
de  la  force  résistante.  Si  donc  on  nomme  r  et  R  les  rayons 
de  r  arbre  et  de  la  manivelle ,  on  aura 

4R.P  ==  27rr.Q, 

«       ^^  ^ 

Quand  la  vitesse  est  un  maximum  ou  un  minimum ,  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  Ainsi ,  en 
désignant  par  a  l'angle  que  la  manivelle  fait  avec  la  ver- 
ticale OB  à  Tinstant  du  maximum  ou  du  minimum  de 
IL  6 
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vitesse,  on  a  ]a  relation 

zbPRsinarrrQr; 

d'où  Ton  tire,  eu  égard  à  Tëquation  précédente, 


a  =  ±  arc  sin  — 


Soient  BON  =  —  B01VI'=  a, ,  le  plus  petit  des  angles 
dont  le  sinus  est  ~»  et  BOM  =  —  BON'  =7r  —  a^  La  vi- 

tesse  a  évidemment  la  même  valeur  minimum  en  N  et  N', 
et  la  même  valeur  maximum  en  M  et  M';  car,  en  vertu 
dp  la  symétrie,  le  mouvement  est  le  même  aux  deux  ex- 
trémités d'un  même  diamètre. 

Soient  tùi  la  vitesse  angulaire  maximum,  (ù^  la  vitesse  an- 
gulaire minimum,  et  ^  mp*  le  moment  d'inertie  de  l'ar- 
bre, de  la  manivelle  et  du  volant  inconnu  autour  du 
même  axe  O. 

D'après  ce  qui  précède,  l'équation  des  forcer  vives, 
étendue  à  l'arc  décrit  NM,  devient 

(fc,J — (ùl)^mp^=  2[2PR  cosa,  —  Qr(7r  —  2a,)], 

(l)     («î  — «;)2/wp»=:2Qr[ir(cosa,  —  i)-t-2a,]. 

Soit  encore  fl  le  quotient  de  2  tt  par  la  durée  d'une  révolu- 
tion de  l'arbre,  c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne, 
quantité  qui  est  supposée  connue.  Il  s'agit  de  déterminer  le 

moment  d'inertie  ^nip*  parla  condition  que  le  rapport 

-î *  se  réduise  à  une  fraction  donnée  /ut,  sans  que  la 

vitesse  SI  éprotive  aucun  changement. 

La  vitesse  moyenne  Si  différera  peu  de  la  demi-somme 
des  vitesses  extrêmes,  lorsque  le  problème  sera  résolu,  et 
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que  la  quantité  (i  sera  une  petite  fraction.  Si  donc  on 
pose 

a(l  — «):=r  , 

2 

e  sera  une  petite  quantité,  et  Ton  aura 

(ù]  —  wj  dr  2  (w,  —  w,)a(i  —  g)  =  apiû'  (l  —  «), 
(2)  2)/wp'=-~;[7r(cosa,  —  i)-}-  2a,](i-f.«-h«'-h..  .)• 

Pour  une  première  approximation  j  on  peut  négliger  e  ] 
alors  il  vient 

S'^P'—  -^[7r(cosa,  —  i)-h2a,]. 

Celte  équation  fait  connaître  d'une  manière  approchée 
le  moment  d'inertie  du  volant,  lorsque  celui  de  l'arbre  et 
de  la  manivelle  sont  donnés.  Admettant  cette  valeur,  on 
tirera  de  l'équation  générale  des  forces  vives  la  valeur  de 
la  vitesse  angulaire  w  correspondante  à  un  angle  quel- 
conque 6 ,  exprimée  en  fonction  de  cet  angle  et  de  la  vi- 
tesse Wo  ;  on  calculera  celte  vitesse  «o  à  l'aide  de  la  rela- 

(ùdO=  27rîî,  puis  on  aura  «t  par  l'équation  (i), 

et  enfin  e  par  la  relation 

s  =  I 

2a 

Ceci  fait,  on  prendra  pour  nouvelle  valeur  du  moment 
d'inertie  la  valeur  déjà  trouvée  augmentée  de 

-^TTr  fcosa,  — l)-f-  2«,]«. 

Cette  nouvelle  valeur  sera  plus  exacte  que  la  première;on 
pourra  s'en  servir  pour  calculer  une  nouvelle  valeur  de  e, 
que  l'on  substituera. dans  la  formule  (2)  en  négligeant 
seulement  le  cube  de  s.  De  cette  manière,  on  poussera 

6. 
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rapproximatioli  aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

Ordinairement  on  prend  le  nombre  fx  égal  à    «-•,€! 

Ton  se  borne  à  la  première  approximation. 

Pour  réduire  les  formules  en  nombres  rapportés  aux 
unités  communément  admises  dans  ce  genre  de  ques- 
tions, on  exprimera  Q  en  kilogrammes,  /•  en  mètres,  et 
l'on  rapportera  les  vitesses  à  la  seconde  prise  pour  unité 
de  temps.  Alors,  si  l'on  nomme  n  le  nombre  de  tours  que 


2  7rrt 


l'arbre  exécute  en  une  minute,  -^ —  sera  la  vitesse  angu- 
laire moyenne  îl,  /r =  STirQ  sera  le  nombre  de  che- 
vaux qui  mesure  la  force  de  la  machine^  représentant  ce 
nombre  par  la  lettre  c ,  on  aura ,  à  la  première  approxi- 
mation , 

2               2025oooc  / /-- 7  .    2\ 

m  û«  =: — - —  (  Vît*  —  ^  —  r,  -f-  2  arc  sin  -    • 

Comme  la  forme  du  volant  n'est  point  déterminée ,  on 
profitera  de  cette  indétermination  pour  diminuer  son 
poids  et  alléger  d'autant  les  frottements  sur  l'axe.  Il  suf- 
fira d'éloigner  les  parties  les  plus  massives  de  Taxe  de  ro- 
tation. Néanmoins  on  ne  pourra  pas  augmenter  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  couronne  qui  forme  ordinairement  la 
partie  principale  du  volant  5  car  les  forces  centrifuges,  qui 
croissent  comme  le  rayon ,  finiraient  par  être  assez  puis- 
santes pour  rompre  la  pièce. 

Cet  exemple  est  plus  général  qu'il  ne  parait  au  premier 
abord  5  car  il  comprend  toutes  les  machines  qui  peuvent 
se  réduire  à  une  série  de  pièces  tournant  autour  d'axes 
fixes,  et  liées  à  l'arbre  principal  de  manière  que  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  pièce  reste  dans  un  rapport  constant 
avec  celle  de  Tarbre.  La  force  résistante  peut  d'ailleurs 
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être  appliquée  à  l'un  quelconque  de  ces  corps,  ou  répartie 
sur  plusieurs  d'entre  eux ,  pourvu  que  la  force  appliquée 
à  chaque  corps  ait  toujours  le  même  moment  relatif  à 
l'axe  de  rotation  correspondant. 

En  effet,  soient  1  le  moment  d'inertie  d'un  corps  autour 
de  son  axe  de  rotation,  i  le  rapport  constant  de  sa  vitesse 
angulaire  à  la  vitesse  angulaire  co  de  l'arbre  principal , 
et  Q' /'  le  moment  de  la  force  résistante  qui  lui  est  ap- 
pliquée, pris  relativement  à  l'axe  de  ce  même  corps.  Sans 
changer  la  somme  des  forces  vives ,  on  peut  substituer  à 
ce  corps  une  masse  distribuée  symétriquement  sur  l'arbre 
principal  et  à  une  distance  de  l'axe  telle,  que  le  moment 
d'inertie  de  cette  masse  autour  de  l'axe  soit  li*.  Sans  chan- 
ger le  travail  résistant,  on  peut  remplacer  la  force  Q'  par 

une  force  Q'  -  ajoutée  au  poids  Q  qui  agit  directement  sur 

l'arbre  principal  à  la  distance  r.  Alors  on  sera  ramené  au 
cas  simple  qui  vient  d'être  traité.  Les  formules  resteront 

les  mêmes,  mais  ^^^p*  représentera  le  moment  d'inertie 

du  volant  et  de  l'arbre  fictif  qui  remplace  tous  les  corps,  et 
Q  représentera  le  poids  fictif  qui  remplace  toutes  les  forces 
résistantes.  Cette  méthode  analytique  et  rigoureuse  condui  t 
le  plus  souvent  à  des  calculs  pénibles  et  difficiles.  C'est 
pourquoi  les  ingénieurs  préfèrent  employer  des  procédés 
approximatifs  dont  T  exactitude  est  suffisante  pour  la  pra- 
tique. 

Supposons  d'abord  que  la  vitesse  de  chaque  molécule 
de  la  machine  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  vitesse 
angulaire  de  l'arbre  principal  dont  on  veut  égaliser  le 
mouvement,  ou  du  moins  admettons  que  les  pièces  qui  ne 
satisfont  point  à  cette  condition  aient  une  force  vive  con- 
stamment négligeable  vis-à-vis  de  la  force  vive  possédée 
au  même  instant  par  l'ensemble  des  autres  pièces.  Ceci 
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revient  à  supposer  que  la  somme  des  forces  vives  peut, 
sans  erreur  sensible,  se  représenter  par  une  expression 

de  la  forme  «*  ^1  '''P*»  ^  désignant  la  vitesse  angulaire 

de  l'arbre ,  et  >*  m  p'  une  somme  constante  formée  d'une 

partie  connue,  plus  le  moment  d'inertie  du  volant. 

Nous  remplacerons  les  forces  motrices  par  une  fordte 
unique  appliquée  directement  à  l'arbre ,  perpendiculaire 
à  l'axe,  et  ayant  à  chaque  instant  même  travail  élémen- 
taire que  les  forces  motrices  réellement  appliquées.  Ceci 
est  évidemment  possible  et  même  facile.  Nous  ferons 
une  substitution  semblable  pour  les  forces  résistantes.  Ce 
sont  ces  deux  forces  fictives  que  nous  considérerons  do- 
rénavant. 

Construisons  point  par  point  une  courbe  S,„  qui  ait 
pour  ordonnée  le  moment  de  la  force  motrice  relatif  à 
l'axe ^  et  pour  abscisse  la  longueur  de  l'arc  qui,  dans  le 
cercle  de  rayon  égal  à  l'unité,  mesure  l'angle  dont  l'arbre 
a  tourné.  L'aire  comprise  entre  la  courbe,  l.'axe  des  ab- 
scisses et  deux  ordonnées  infiniment  voisines  correspon- 
dantes aux  angles  6  et  6-f-«?9,  mesurera  le  travail  élémen- 
taire de  la  foice  motrice  pour  la  position  déterminée  par 
r angle  9^  Car  toute  force  appliquée  sur  l'arbre  et  perpen- 
diculaire à  l'axe  peut  être  considérée  comme  appliquée  à 
l'extrémité  du  rayon  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Construisons  de  même  une  seconde  courbe  S^  rapportée 
aux  mêmes  axes  coordonnés ,  et  relative  à  la  force  résis- 
tante. 

Les  aires  de  ces  deux  courbes ,  comprises  entre  deux  or-»- 
données  AC,  BD  distantes  de  a  tt,  mesurent  l'une  le  travail 
moteur,  l'autre  le  travail  résistant  développé  pendant  un 
tour  entier.  Ces  deux  aires  doivent  être  égales  pour  que  le 
mouvement  soit  périodique  avec  une  amplitude  de  période 
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égale  2  71  (.*).  Si  celle  égalité  n'a  pas  lieu ,  ou  modifiera  la 
force  motrice,  le  plus  souvent  disponible,  de  manière  à 
établir  sensiblement  l'égalité  des  deux  aires. 

Ceci  fait,  les  intersec- 
tions des  deux  courbes  doi- 
vent se  trouver  en  nombre 
pair  entre  les  deux  ordon- 
nées AC  ,  BD.  Chacune 
^des  aires  comprises  entre 
les  deux  courbes  et  limi- 
lées  à  deux  intersections  consécutives ,  mesure  la  moitié 
de  la  quantité  dont  croît  ou  décroît  la  force  vive  pen- 
dant que  l'arbre  tourne  de  l'angle  mesuré  par  la  diffé- 
rence des  abscisses  correspondantes  aux  deux  intersec- 
tio^is  extrêmes.  Parmi  ces  aires ,  celles  dont  le  contour 
supérieur  est  formé  par  la  courbe  S^  répondent  à  un  ac- 
croissement de  force  vive ,  les  autres  répondent  à  une  di- 
minution de  force  vive.  Prenons  un  nombre  impair  de 
ces  aires  consécutives,. en  commençant  par  Tune  de  celles 
qui  répondent  à  un  accroissement  de  force  vive;  ajoutons 
celles  qui  répondent  h  un  accroissement,  et  relranchons 
celles  qui  répondent  à  une  diminution.  Soit  Ej  —  E3  4-  E* 
la  plus  grande  différence  que  nous  puissions  former  de 
cette  manière.  La  première  intersection  Ij  repondra  à  la 
plus  petite  vitesse  angulaire  Wo ,  la  dernière  intersection  I* 
.répondra  à  la  plus  grande  vitesse  angulaire  Wi ,  et  nous 
aurons  l'équation 

'(^"  —  «0)  2  w  p»  =  2  (E,  —  E,  -h  È4). 
La  solution  s'achève*  comme  dans  le  cas  simple  trailé 


(')  Si  Tamplitude  de  la  période  était  un  autre  angle  ji,  ou  prendrait  la 
elistance  des  ordonnées  extrêmes  AG,  BD  égale  à  Tare  /3. 
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précédemment.  Si  l'on  conserve  la  même  notation,  et  que, 
de  plus,  on  nomme  k  le  rapport  de  Taire  Et —  Ej 4-  E4  à 
Taire  qui  mesure  le  travail  résistant  développé  pendant 
un  tour  entier,  on  aura ,  pour  déterminer  le  moment  d'i- 
nertie du  volant,  en  se  bornant  à  la  première  approxi- 
mation , 


mp 


La  partie  pénible  de  cette  solution  consiste  dans  le  tracé 
des  courbes  S,„ ,  S,..  Nous  indiquerons  plus  loin  des  appa- 
reils dynamométriques  qui  peuvent  exécuter  d'eux-mêmes 
ce  tracé.  • 

(Considérons  encore  une  machine  à  vapeur  de  TVatt, 
Le  piston  communique  le  mouvement  à  Tarbre  par  Tin- 
termédiaire  du  balancier,  de  la  bielle  et  de  la  manivelle. 
L'arbre  fait  mouvoir  des  pièces  dont  les  vitesses  sont  avec 
la  sienne  dans  des  rapports  constants. 

Dans  le  calcul  de  la  force  vive,  on  peut,  sans  erreur 
trop  grande,  considérer  les  masses  du  piston  à  vapeur,  de 
la  bielle  et  des  pistons  des  pompes  qui  sont  mises  en  mou- 
vement par  le  balancier,  comme  concentrées  aux  points 
d'articulation  de  ces  corps  sur  le  balancier.  De  plus ,  la 
force  vive  moyenne  du  balancier  étant  ordinairement  in- 
férieure à  ïa  centième  partie  de  celle  du  volant  et  de 
Tarbre  fictif,  qui  remplace  toutes  les  autres  pièces  de  la 
machine ,  il  est  permis  de  remplacer  la  valeur  exacte  de  " 
la  force  vive  du  balancier  par  une  valeur  approchée,  d'un 
calcul  plus  commode.  Or,  si  l'on  nomme  &>  la  vitesse 
angulaire  de  Tarbre,  «'  celle  du  balancier,  R'  la  demi- 
longueur  du  balancier,  et  /la  longueur  variable  d'une  pa- 
rallèle au  balancier  menée  par  le  centre  de  Tarbre  jusqu'à 
la  rencontre  de  la  bielle,  il  est  aisé  de  voir,  d'apirès  ce 
que  nous  avons  dit  à  la  page  186  du  tome  I,  qu'on  a 
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constammcQt  la  relation 

Ainsi,  la  force  vive  du  balancier  est  rigoureusement  le 
produit  du  moment  d'inertie  de  ce  corps  autour  de  son 

/a 

axe  par  le  facteur  S7^  w*.  Il  nous  est  permis  de  remplacer 

ce  dernier  facteur  par  la  quantité  peu  différente  ^11', 
il  désignant  la  moyenne  arithmétique  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  &) ,  c'est-à-dire  ^ ^»  ' 

Ceci  posé,  soient 

2  /Wjo'  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  fictif  et  du  vo- 
lant ] 

ïùi  la  vitesse  angulaire  que  possèdent  ces  deux  pièces 
quand  la  manivelle  est  au  point  mortj  c'est-à-dire,  quand 
le  prolongement  de  la  bielle  rencontre  Taxe  de  rotation  -, 

I  le  produit  de  :^  par  le  moment  d'inertie  du  balancier 

autour  de  son  axe  propre  •, 

T,„  le  travail  de  la  vapeur  diminué  du  travail  des  résis- 
tances qui  agissent  sur  le  balancier,  savoir  le  frottement 
du  piston,  et  l'effort  de  la  pompe  alimentaire,  de  la  pompe 
à  air  et  de  la  pompe  à  eau,  ce  travail  étant  compté  à  par- 
tir de  la  position  de  la  machine  correspondante  au  point 
mort; 

Tr  le  travail  de  la  résistance  appliquée  sur*  l'arbre, 
compté  depuis  la  même  position. 

L'équation  des  forces  vives,  pour  une  position  quel- 
conque, sera  sensiblement 
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On  construira  dans  une  épure  à  grande  échelle  les  valeurs 
de  IZ',  T,„,T^  correspondantes  à  des  arcs  décrits  croissant 
en  progression  arithmétique  et  comprenant  un  tour  en- 
tier ;  puis  on  cherchera  sur  cette  épure  la  plus  grande  va- 
leur Ml  du  second  membre  de  l'équation  précédente  et 
la  plus  petite  valeur  Mq.  Ces  valeurs  étant  trouvées,  le 
problème  sera  résolu  5  car  on  aura 

et,  par  suite,  assujettissant  le  rapport  -^ à  prendre 

la  valeur  ju, 

VI       ,       M,  —  Mo 

On  .pourra  consulter  avec  fruit  sur.  ce  sujet  un  beau 
Mémoire  de  Corîolis  inséré  au  XXP  cahier  du  Journal 
fie  rÉcole  Polytechnique, 

Lorsque  la  machine  a  plusieurs  arbres  réunis  par  des 
engrenages  ou  des  courroies  sans  fin ,  et  d'ailleurs  solli- 
cités par  des  forces  quelconques,  il  n'est  point  indifférent 
de  placer  le  volant  sur  tel  ou  tel  arbre.  Il  convient  de  le 
placer  sur  celui  qui  éprouve  les  plus  grandes  variations 
dans  sa  force  appliquée,  afin  d'éviter  autant  que  possible 
les  chocs  dans  les  engrenages. 

En  effet,  considérons  deux  arbres  de  i:ayons  r,  r',  solli- 
cités dans  le  sens  du  mouvement  par  deux  forces  dont  les 
moments  autour  des  axes  respectifs  soient  Pr,  P'r',  et 
supposons  que  le  premier  arbre  conduise  le  second  par 
l'intermédiaire  d'\ine  courroie  sans  fin  ou  d'un  engrenage 
à  dents  très-petites.  Nous  pourrons  assimiler  la  pression 
des  dents  de  l'engrenage  ou  la  différence  entre  les  tensions 
des  deux  brins  de  la  courroie ,  à  la  tension  d'une  corde 
qui  s'enroulerait  sur  le  premier  arbre  et  se  déroulerait 
sur  l'autre.  Alors,  si  nous  représentons  par  T  cette  ten- 


( 
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sion,  par  o),  o)' les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres, 
et  par  Mr',  M'r^'  leurs  moments  d'inertie  autour  d^  leurs 
axes  respectifs ,  nous  aurons,  en  appliquant  l'équation 
des  forces  vives  à  un  instant  infiniment  petit, 

D'après  la  relation  rtù  =  r'w',  il  s'ensuit 

P  —  T  _  M^  PiM^  ->  P  M 

P'-hT""M''         ~7     iM-i-M'     • 

Cette  valeur  de  la  tension  nous  montre  que ,  pour  deux 
accroissements  égaux  attribués  séparément  à  P  et  à  P', 
les  variations  correspondantes  de  la  tension  sont  entre 
elles  dans  le  rapport-  inverse  des  quantités  M  et  M^ 
Donc ,  pour  éviter  que  la  tension  varie  brusquement  ou 
change  de  signe ,  auxquels  cas  il  y  aurait  choc  entre  les 
dents  de  Pengrenage,  il  convient  de  faire  correspondre 
le  plus  grand  moquent  d'inertie  à  l'arbre  dont  la  force 
"appliquée  éprouve  les  variations  les  plus  subites  et  les 
plus  considérables. 

Les  volants  ne  sont  pas  destinés  seulement  à  égaliser 
pendant  un  tour  le  mouvement  devenu  périodique;  ils 
servent  encore  à  empêcher  que  le  mouvement  ne  change 
trop  rapidement  d'un  tour  à  l'autre,  lorsque  les  variations 
de  la  force  motrice  et  de  la  force  résistante  ne  lui  per- 
mettent pas  de  devenir  périodique.  Dans  ce  cas ,  le  volant 
ne  peyt  empêcher  l'accélération  ou  le  ralentissement,  il 
ne  fait  que  les  retarder,  jusqu'à,  ce  qu'un  autre  appareil 
vienne  modifier  la  force  résistante ,  de  manière  à  suppri-^ 
mer  la  cause  de  l'accélération  ou  du  ralentissement. 

Ce  second  appareil  porte  le  nom  de  régulateur^  le  plus 
employé  est  le  régulateur  à  force  centrifuge. 
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•  Deux  tiges  égales  Â6 
sont  articulées  en  un 
même  point  A  sur  un  axe 
vertical  mis  en  mouve- 
ment par  la  machine^  et 
portent  à  leurs  extrémi- 
tés deux  massés  égales  6. 
Ces  deux  liges  se  relient 
par  deux  autres  tiges  arti- 
culées CM,  avec  un  man- 
chon M  qui  ismbrasse  l'axe  et  peut  glisser  verticalement. 
La  surface  extérieure  de  ce  manchon  est  taillée  en  gorge, 
et  dans  la  gorge  s'engage  une  fourchette^  extrémité  d^un 
levier  L ,  propre  à  régler  la  puissance  ou  la  résistance.  La 
considération  des  forces  centrifuges  fait  voir  que,  si  la 
rotation  de  Taxe  s-'accélère,  les  masses  s'écartent,  et, 
par  suite ,  le  mauchon  se  soulèvp  et  agit  sur  le  levier.  Le 
levier  modifie  ordinairement  la  puissance  et  non  la  résis- 
tance. Dans  les  machines  hydrauliques,  il  baisse  ou  sou- 
lève la  vanne  5  dans  les  machines  à  vapeur,  il  tourne  une 
soupape  à  gorge  placée  dans  le  tuyau  de  communication 
entre  la  chaudière  et  le  cylindre,  ou,  ce  qui  est  mieux,  il 
fait  varier  le  degré  de  détente  avec  lequel  la  vapeur  agit 
dans  le  cylindre.  On  préfère  ce  dernier  mode  d'o- 
pération, parce  qu'il  permet  de  supprimer  la  soupape  à 
gorge  qui  absorbe  toujours  une  partie  de  la  force  de  la 
vapeur. 

Déterminons  la  position  d'équilibre  du  régulateur,  en 
Te  considérant  comme  formé  de  deux  points  pesants  réunis 
à  l'axe  par  deux  tiges  sans  poids. 

Soient  /  la  longueur  commune  des  tiges ,  *  a  l'angle 
qu'elles  font  avec  Taxe  et  «  la  vitesse  angulaire. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  la  résultante  de  la  pesanteur 
et  de  la  force  centrifuge  sur  chaque  poids  doit  être  dirigée 
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suivant  le  prolongement  de  la  tige;  par  conséquent,  on  a 

0)^  /  sin  a 
•   -y-  =  taDga, 

sin  a  (w'/cosa  -^  ^)  =0; 
d'où  l'on  tire 

sin  a  =  09      ou  bien      cos  a  =  -^z 

La  seconde  solution  a  seule  quelque  intérêt.  Pour  qu'elle 
soit  réelle,  il  faut  que  la  vitesse  angulaire  surpasse  4 /y  ; 

lorsque  w  =  t /f»  «"He  donne  a  =  o. 

Quand  on  veut  construire  un  régulateur,  on  se  donne 
Tangle  a  correspondant  à  une  vitesse  déterminée  w,  et 
l'on  en  conclut  la  longueur  des  tiges , 

/=-£-. 

w'cosa 

3.  Travail  résistant  des  frottements,  —  Étudions  le 
travail  développé  par  les  frottements  dans  quelques  ma- 
chines les  plus  simples.  Il  s'agît  ici  Am  frottement  dyna- 
mique tel  qu'on  l'a  défini  (t.  I ,  p.  58). 

Pour  estimer  le  travail  du  frottement,  on  peut  consi- 
dérer la  force  de  frottement  comme  celle  d'un  ressort  qui 
s'oppose  à  Técartenient  des  molécules  en  contact,  sui- 
vant la  tangente  commune  aux  deux  surfaces  dont  elles 
font  partie,  tant  que  la  distance  de  ces  molécules  est 
inappréciable  ou  tant  que  d'autres  molécules  infiniment 
voisines  ne  sont  pas  venues  se  toucher  et  jouer  le  rôle  des 
premières.  D'après  cela,  le  traitait  dâ  au  frottement  de 
deux  surfaces  qui  glissent  l'une  sur  l'autre  a  pour  mesure 
Fintensité  de  la  force  de  flottement  intégrée  par  rapport 
à  Varc  de  glissement. 
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Engrenages  cylindriques.  —  Considérons  d'abord  le 
frottement  développé  dans  le  mouyement  d'un  engrenage 
cylindrique.  Nous  pouvons,  supposer  les  roues  réduites  à 
leurs  basés;  et  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  191)  que  le  mou- 
vement relatif  des  deux  profils  s'obtient  en  supposant  fixe 
l'une  des  circonférences  primitives,,  et  faisant  rouler 
l'autre  circonférence  primitive  sur  le  contour  de  la  pre- 
mière. Dans  ce  mouvement  fictif,  tout  point  de  la  figure 
mobile  décrit  à  chaque  instant  un  petit  arc  de  cercle  au- 
tour du  point  de  contact  des  circonférences  primitives. 
Observons  en  passant  que  l'angle  sous-tendu  par  cet  arc 
élémentaire  est  la  somme  des  deux  angles  infiniment  pe- 
tits dont  les  circonférences  primitives  ont  tourné  dans  le 
mouvement  réel.  De  plus,  les  éléments  en  contact  dans 
les  deux  profils  sont  à  chaque  instant  perpendiculaires 
sur  la  droite  qui  les  joint  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives.  Ainsi ,  nous  voyons  déjà  que  pour 
des  rotations  égales  et  infiniment  petites  d'une  circonfé- 
rence primitive,  l'arc  de  glissement  élémentaire  est  pro- 
portionnel à  la  distance  du  contact  des  dents  au  contact 
des  circonférences  primitives  ;  en  sorte  que,  si  la  pres- 
sion normale  est  constante,  le  travail  élémentaire  du  frot- 
tement est  lui-même  proportionnel  à  cette  distance. 
Venons  au  détail  du  calcul. 

Soient  r,  r'  les  rayons  des  deux  circonférences  primi- 
tives O,  0^5 

Q  là  résistance ,  supposée 
constante,  qui  agit  tangentiel- 
lement  à  la  roue  conduite  C  et 
s'oppose  à  son  mouvement; 

P  la  pression  normale  qui 
s'exerce  entre'  les  dents  en  con- 
tact; 

/jt  le  coefficient  de  frotte- 
ment; 
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X  la  distance  variable  du  point  de  contact  A  des  cir- 
conférences primitives,  au  point  de  contact  M  des  dents 
correspondantes  v 

s  l'arc  décrit  par  un  point  des  circonférences  primi- 
tives, depuis  Tinstant  où  les  deux  dents  considérées  ont 
commencé  à  se  conduire  ;    • 

S  la  valeur  finale  de.  Tare  s  lorsque  les  deux  dents  se 
séparent. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  Tare  élémentaire  de 
glissement  d'une  dent  sur  l'autre  est 


/ds      ds\ 


Par  suite,  le' travail  du  frottement  pendant  toute  la 
durée  du  contact  a  pour  expression 

11  reste  à  exprimer  T?x  en  fonction  de  5. 

Le  mouvement  des  roues  étant  supposé  uniforme ,  les 
forces  Q,  P  et  la  force  de  frottement  se  font  équilibre  au- 
tour de  Taxe  0^  Si  donc  on  mène  par  le  point  de  contact 
4es  dents  la  tangente  commune  MB,  et  par  le  centre  O' 
une  perpendiculaire  O'  B  sur  cette  tangente ,  on  aura 

(V)  Qr'=P(BM  +  f*BÔ'),  • 

la  distance  BO  pouvant  être  positive  ou  négative.  Or, 
quand  on  connaîtra  le  profil  des  dents,  on  pourra  exprimer 
BM,  BO',  X  et,  par  suite,  Par  en  fonction  de  s. 

Supposons  que  le  profil  des  dents  de  la  roue  O'  soit  une 
épicycloïde  engendrée  par  un  point  M  d'une  circonférence 
0"  roulant  intérieurement  sur  la  circonférence  O'.  On  sait 
(t.  I,  p.  igS)  que,  si  Ton  fait  rouler  simultanément  les 
circonférences  O',  O''  sur  la  circonférence  O,  supposée 
fixe,  de  manière  que  les  trois  circonférences  se  touchent 
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constamment  en  un  inèmc  point,  le  point  dëerivant  M 
est  à  chaque  instant  le  point  de  contact  des  dents  cor- 
respondantes. Soient  a  le  diamètre  de  la  circonférence 
O",  et  a  l'angle  que  la  droite  AM  fait  avec  la  tangente 
commune  aux  circonférences. 
On  a 

*x  =  «5ina,   -BM  =  r'cosa,      BO' =  (/ — «)-^ 

a 

et,  si  l'on  suppose  que  les  dents  commencent  à  se  con- 
duire lorsqu'elles  se  touchent  au  point  de  contact  des 
circonférences  primitives,  on  a 

«  a  =  y. 
D'après  ces  valeurs,  l'équation  (V)  devient 

Qr'=P    r'ros-4-fA(/*'  — ^)sin-     ; 

et  le  travail  développé  par  le  frottement  des  deux  dents  a 
pour  valeur 

/*' 

Il        \\     ï  **°« 

f^Q«(-  +  -7)      1         T^ ^ ^''        -• 

*^^     \r        r' J     \  s  (         a\    ,     s 

^  ^     f        cos  -  4-  fA     I ;    sm*- 

t/o  a       ^  \         r'J        a 

L'intégrale  qui  figure  ici  peut  s'obtenir  sous  forme 
finie ,  en  prenant  pour  variable  la  quantité  tang  —  • 

Si  l'on  fait  a  ==  /,  on  a  V engrenage  à  Jlanc  (  t.  I , 
p.  194).  Le  terme  dépendant  du  frottement  disparaît 
sous  le  signe  y  j  en  sorte  que  le  travail  a  pour  valeur 

Si  l'on  fait  a  =  oo  ,  on  a  un  engrenage  dont  les  dents 


.  J 
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ont  pour  profils  des  développantes  des  circonférences 
primitives.  Lorsque  les  dents  sont  petites ,  cet  engrenage 
peut  se  confondi^e  avec  l'engrenage  à  développantes  de 
cercle,  tel  qu'il  a  été  défini  (t.  I,  p.  ipS).  Pour  ce 
système ,  le  travail  du  frottement  est 

"'(;*')(?>';rj;-')- 

Dans  les  autres  cas,  l'expression  finie  et  rigoureuse  du 
travail  est  moins  simple.  Mais,  comme  les  dents  sont 
toujours  très-petites,  S  est  un  petit  arc,  et,  par  suite,  on 
peut,  sans  erreur  considérable,  négliger  sous  le  signe  f 

les  puissances  de  -  supérieures  à  la  première.  La  valeur 

approchée  du  travail  devient  alors 

Nommant  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  O,  n'  le 
nombre  des  dents  de  la  roue  O',  on  a 

27rr  _  airr^ 

n  n 

ce  qui  permet  d'écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme 

«,q(1+L)s. 

Telle  est  la  formule  commiinément  employée.  Elle  exprime 
II.  7 
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(jue  la  force  du  froltement  peut  être  remplacée  par  une 

force  égale  à  tti^lQ  (  — | — ;  J ,  qui  serait  appliqué^  sur  un 

point  de  la  circonférence  O',  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente, et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Mais  le  travail 
obtenu  de  cette  manière  est  un  peu  trop  faible. 

M.  Combes  a  étendu  celte  analyse  aux  engrenages  co- 
niques et  à  la  vis  sans  fin  [^Journal  de  M.  Liouville, 
t.  II,  p.  iû9;i837C)]. 

Engrenages  de  Withe.  —  Pour  que  le  frottement  d'un 
engrenage  ait  un  travail  nul,  quelle  que  soit  la  pression, 
il  faut  que  les  dents  se  touchent  au  point  de  contact  des 
circonférences  primitives.  Gomme  cela  ne  peut  avoir  lieu 
dans  un  engrenage  plan  que  pendant  un  instant  infini- 
ment petit ,  le  travail  du  frottement  pour  un  engrenage  à 
axes  parallèles  ne  pourra  rester  nul  qu'autant  que  le  sys- 
tème sera  tellement  conçu,  qu'en  l'assimilant  à  un  engre- 
nage plan,  la  durée  du  contact  entre  deux  dents  corres- 
pondantes sera  infiniment  petite.  Wilhe  a  réalisé  cette 
idée  dans  lui  système  d'engrenages  qui  porte  son  nom. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ce  système,  prenons 
deux  profils  correspondants  quelconques ,  entamons  les 
dents  de  manière  qu'elles  ne  se  correspondent  plus  qu'aux 
-seuls  points  situés  sur  les  circonférences  primitives.  Ceci 
fait,  concevons  une  infinité  de  roues  égales ,  infiniment 
minces,  juxtaposées  de  manière  que  les  dents  forment 
autour  de  chaque  axe  un  véritable  filet  de  vis,  chacun 
des  deux  filets  étant  également  incliné  sur  l'axe.  Les  deux 
vis  cylindriques  formeront  un  engrenage  de  While,  dans 
lequel  le  frottement  sera  nul.- 


(')  Voir  encore  un  Mémoire  de  M.  Rcsal^  Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, XXXIU''  cahier. 
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Coin,  —  Supposons  qu'il 
s'agisse  d  un  coin  BAfe'  dont 
toutes  les  molécules  sont  ani- 
mées d'une  vitesse  uniforme, 
parallèle  à  la  pression  qu'on 
exerce  perpendiculairement 
sur  la  tête. 

Nommons P  cette  pression, 
a  l'angle  du  tranchant,  (3  et  (3'  les  inclinaisons  des  faces 
latéràlesr  sur  la  tète,  R  et  R'  les  réactions  normales  exer- 
cées contre  ces  faces,  [h  et  ih  les  coefficients  de  frottement 
relatifs  aux  mêmes  faces.  Nous  négligerons  le  poids  du 
coin  vis-à-vis  des  autres  forces,  ou  bien  nous  le  com- 
prendrons dans  la  puissance  P  si  celle-ci  est  verticale  et 
dirigée  sur  le  centre  de  gravité  du  coin. 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  extc- 
rieures  se  font  équilibre-,  leurs  projections  parallèles  à  la 
tête  ont  une  somme  nulle,  ainsi  que  leurs  projections  per- 
pendiculaires. On  a  donc 

Rsinp  —  R'sinp'  —  ptReosp  4- f*' R' cos p' =  o, 
P  —  Rcosp  — R'cosp  —  pRsinp  —  p'R' sinp'=  o, 

et,  par  conséquent, 

p  __  p^  ('  ~  fxfx^)  sina  4-  (fx  -h  i»f)  cosa 
sin  P'  —  fx'  CCS  P' 

Soit  /  le  chemin  décrit  par  le  coin  dans  le  sens  de  la 
force  P.  Le  travail  moteur  sera  P/,  et  le  travail  utile, 
qui  est  celui  des  réactions  normales  R  et  R',  aura  pour 
valeur 

R/cosp  4-R'/cosp'=r  R/ r^, — i-/ ^, Ï-. 

^  ^  sm  P'  —  f*'  ces  p' 
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Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur, 

sina  --  (tJL  4-  jtf)  cos^  cosp^ 
(i—  ^ft'jsina  4-  (|x  -+-  pt')cosa' 

est  maximum,  pour  un  tranchant  donné,  lorsque 

C08  p  cos  p'  =  o , 

c'est-à-dire,  lorsque  l'un  des  angles  à  la  tête  est  droit. 

Admettons  que  (3'  soit  un  angle  droit.  Le  rapport  des 
travaux  devient 

tanga  i 


(i  —  ftp')  tanga  -*-(;*  +  ;*')       i  —  f^f*'  +  (f*  4-  f*')  'angP  ' 

et  cette  fraction  croit  à  mesure  que  j3  diminue  ou  que  a  aug- 
mente. Ainsi,  quand  on  fait  abstraction  de  V  élasticité 
des  corps,  la  forme  la  plus  avantageuse  que  Von  puisse 
donner  au  coin  est  celle  d'un  prisme  rectangle  à  la  base 
et  très-obtus  au  sommet.  Néanmoins,  dans  la  réalité, 
plus  le  tranchant  est  obtus ,  plus  il  y  a  de  force  consom- 
mée dans  l'écrasement  du  corps  qu'il  s'agit  de  fendre. 
Cette  considération  fait  voir  qu'il  est  dans  chaque  cas  une 
limite  que  T angle  a  ne  saurait  dépasser  sans  que  Teflet 
utile  en  soit  diminué. 

Lorsque  la  section  du  coin  est  un  triangle  isocèle  et 
que  les  coefficients  de  frottement  relatifs  aux  deux  faces 
sont  égaux,  le  rapport  du  travail  moteur  au  travail  utile 
se  réduit  à  la  fraction 


I  4-  f*tangp 


On  voit  qu'il  y  a  encore  de  l'avantage  à  augmenter  l'angle 
du  tranchant. 
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f^is  à  filet  triangulaire.  —  On  suppose  une  vis  dont 
le  filet  est  engendré  par  un 
'-'  triangle  qui  se  meut  tout  au- 
tour d'un  noyau  cylindrique , 
en  restant  dans  le  plan  de 
Taxe,  et  de  telle  sorte  que  cha- 
que point  décrive  une  hélice. 

L'axe  de  la  vis  est  vertical , 
et  porte  un  poids  Q;  une  force 
horizontale  P,  tangente  au  cy- 
lindre qui  forme  le  noyau,  fait 
monter  le  poids  Q,  eu  faisant 
tourner  la  vis  d'un  mouvement  uniforme  dans  un  écrou 
fixe.  Il  s'agit  d'évaluer  le  travail  moteur  consommé  par 
les  frottements. 

Nous  considérerons  la  saillie  du  filet  comme  infiniment 
petite;  ou  plutôt  nous  supposerons  que  la  charge  soit  dis- 
tribuée uniformément  sur  les  éléments  de  la  surface  du 
filet  qui  se  trouvent  compris  entre  deux  hélices  infini- 
ment voisines,  choisies  de  manière  que  le  travail  ne  soit 
point  changé.  Alors  cette  suite  d'éléments  formera  à  elle 
seule  Tune  des  faces  d'un  filet  moyen,  infiniment  mince, 
que  nous  substituerons  au  filet  réel.  Si  la  saillie  du  filet 
est  peu  c5onsidérable  relativement  au  rayon  du  cylindre, 
nous  ne  commettrons  pas  d'erreur  sensible  en  prenant  le 
rayon  du  filet  moyen  égal  à  la  demi-somme  des  rayons 
extrêmes  du  filet  réel. 

Soient  DE  Taxe  de  la  vis,  AF  le  filet,  AB  la  tangente 
à  l'hélice  au  point  A ,  AC  une  génératrice  de  la  surface 
hélicoïde  et  AO  une  verticale.  Le  plan  BAC  est  tangent 
à  la  surface  hélicoïde.  Les  deux  plans  OAB,  OAC  se 
coupent  à  angle  droit  :  nous  prendrons  le  premier  pour 
plan  des  xy^  le  second  pour  plan  des  x^,  et  un  plan  ho- 
rizontal pour  plan  des  yz  5  les  axes  seront  placés  comme 
Tindique  la  figure. 
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Nommons 

a  Tangle  que  la  normale  ON  abaissée  de  F  origine  sur 
le  plan  tangent  BAC  fait  avec  Vaxe  des  x  -, 

i  et  c  les  angles  que  la  tangente  AB  et  la  génératrice 
AC  forment  avec  la  verticale  5 

r  le  rayon  du  filet  moyen ,  qui  est  aussi  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P; 

h  le  pas  du  filet  ^ 

[i  le  coefficient  de  frottement  entre  le  filet  et  Técrou^ 

R  la  réaction  normale  exercée  par  l'écrou  sur  le  filet  ^ 

r/R  Féléraent  de  cette  réaction  correspondant  à  l'élé- 
ment de  surface  du  filet. 

Nous  confondrons  dans  le  poids  Q  le  poids  de  la  vis 
avec  celui  de  la  charge  étrangère. 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme ,  les  forces  appli- 
quées sur  la  vis  se  font  équilibre.  Écrivant  que  leurs 
composantes  verticales  se  détruisent ,  il  vient  Féquation 

Q  =;  I  cosa^^R  "~  f*  /  cosbdR  =  R(cosa  —  |x  cosb). 

On  aura  une  seconde  équation  en  exprimant  que  les 
moments  des  forces  autour  de  Taxe  font  une  somme 
nulle;  mais,  comme  cette  équation  ne  peut  s'obtenir  sans 
quelque  peine,  il  sera  préférable  de  lui  substituer  celle 
qui  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  appliqué 
au  mouvement  naturel  de  la  vis  pendant  un  tour  entier. 

Si   Ton  observe  que  la  longueur  d'une  spire  est  — - 
ou  -r—r^  on  obtient  l'équation 


sinb 

P.27rr: 


\  cos  à/ 


=  2  7rrcoti^ 
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Les  équations  précédentes  donnent,  par   rélimination 
deR, 

sin6(cosa  —  ptcoso) 

d'où  l'on  voit  que  le  frottement  a  pour  effet  d'augmenter 
la  force  P  de  la  quantité 

sin3(cosa  —  picos^) 

Cet  accroissement  devient  infini  lorsque  — 7  ==  /jt  j  alors 

le  mouvement  uniforme  est  impossible ,  quelle  que  soit 
la  force  motrice. 

Pour  achever  la  discussion  il  convient  d'exprimer  cos a 
en  fonction  des  angles  i  et  c  qui,  avec  le  rayon  r,  sufli- 
sent  à  déterminer  la  vis.  Cet  angle  est  celui  de  la  nor- 
male au  plan  ABC  avec  l'axe  des  x.  Or  le  plan  ABC  a 
pour  équation 

X  y  z 

ÔÂ        ÔB        ÔC  ""     ' 

ou 


X  2 

tang/>>       tangc 
par  conséquent , 


=  OA; 


ces  a  = 


^1  -t-  cot'^  -h  cot'c 
Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  P ,  il  vient 
cotb  -f-  p  sin^  v^i  -4-  cot'^  -f-  cot'c 


P  =  Q 


I  —  n  cosb  v^i  +  cot'^  H-  coVc 


27rrsînc  v^A'-+-4^''''"  /ipi  V^/i'sin'c  -f-4'f''^ 

(*}  Cette  formule  est  due  au  professeur  Perey.  La  manière  dont  nous 
l'avons  obtenue  est  celle  de  M.  Poncolct  {Journal  do  M.  Crcllc,  t.  II. 
p.  293;. 
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Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur  est 


Q  cet  A       I  —  fx  cosb^ï  -h  cot^b  -j-  cot^c 

P~"""  sin'^^   ; ,  — ' 

1  4-  a J I  4-  cofb  4-  cot'c 

'^cosb  ^ 

L'inclinaison  de  l'hélice  sur  Taxe  étant  donnée ,  ce  rap- 
port est  maximum  lorsque  c  est  égal  à  -•  Ainsi,  toutes 

choses  égales ,  la  vis  à  filet  rectangulaire  a  Vai^antage 
sur  la  vis  à  filet  triangulaire. 

Dans  le  cas  de  la  vis  à  filet  rectangulaire ,  Texpression 
précédente  du  rapport  entre  le  travail  utile  et  le  travail 
moteur  prend  la  forme  simple 

Q  coib 1  —  picota 

P  I  -f-  jxtang^ 

Son  'maximum  répond  à  F  angle  b  qui  vérifie  la  relation 

,             I 
tang  26  = . 

Cordes  et  courroies  glissant  sur  des  surfaces. — Comme 
exemple  de  calcul  relatif  au  frottement  des  lames  flexibles 
qui  glissent  sur  des  surfaces,  nous  résoudrons  le  pro- 
blème suivant  : 

Un  cylindre  tourne,  avec  une  vitesse  donnée  «,  au- 
tour d'un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité.  On  veut 
anéantir  cette  vitesse  dans  un  temps  donné  t,  à  l'aide 
d'un  frein  formé  d'une  lame  flexible  qui  embrasse  sur  la 
circonférence  un  angle  connu  0.  Déterminer  la  traction 
constante  qu'il  faut  exercer  pendant  ce  temps  à  l'une  des 
extrémités  de  la  lame,  l'autre  extrémité  étant  fixe. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  Mfc*  son  moment  d'iner- 
tie relatif  à  l'axe,  ^i,  le  coefficient  de  frottement,  Q  un  an- 
gle au  centre  compté  sur  la  lame  circulaire  en  sens  con- 
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traire  de  la  rotation  et  à  partir  de  rextrémité  de  l'arc 
formé  par  cette  lame,  T  et  T'  les  tractions  ou  tensions 
qui  répondent  aux  angles  6  =  0  et  9  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  i3o  ,  prob.  3), 
rélément  de  la  lame  qui  répond  à  l'angle  6  éprouve  la 

tension  T'e^  ,  et  oppose  à  la  rotation  du  cylindre  la 

force  de  frottement  /jtT'e^  d9. 

Ceci  nous  permet  d'écrire  l'équation  du  problème , 

Jo     t/0 

On  en  tire 


T'  = 


2r(.^^-i) 


et,  puisque  T  =  T'e^    ,  on  a 


MA 
T  = 


4.  Frottement  de  roulement.  —  Jusqu'ici  nous  n'avons 
étudié  que  le  frottement  de  glissement.  Or  il  est  une 
autre  espèce  de  frottement,  qui  se  manifeste  par  la  résis- 
tance que  l'on  éprouve  à  faire  rouler  deux  surfaces  l'une 
sur  l'autre.  Ce  frottement  est  nommé  frottement  de  roule- 
ment ^  onhien  frottement  de  seconde  espèce.  Pour  con- 
cevoir comment  se  produit  le  frottement  de  roulement, 
imaginons  un  cylindre  pesant  qui  roule  sur  un  plan  ho- 
rizontal. Par  l'effet  de  la  compressibilité  des  substances 
en  contact,  le  cylindre  et  le  plan  s'impriment  l'un 
dans  l'autre.  Cela  fait  naître,  du  côté  où  se  dirige  le 
cylindre  ,  des  réactions  inclinées ,  qui  s'opposent  au 
roulement  tendant  à  s'effectuer  autour  de  l'extrémité  du 
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diamètre  vertical.  Si  les  corps  en  contact  ne  sont  pas 
parfaitement  élastiques^  les  réactions  qui  s'exercent  en 
arrière  du  cylindre  ne  compensent  pas  les  réactions 
exercées  en  avant;  alors  il  y  a  frottement  de  roulement. 
Le  frottement  de  roulement  a  pour  mesure  la  force  ho- 
rizontale qu'il  faudrait  appliquer  à  l'axe,  dans  le  sens 
du  mouvement,  pour  maintenir  l'uniformité  du  roule- 
ment ou  pour  faire  naître  le  roulement,  suivant  qu'il 
s'agit  d'un  frottement  dynamique  ou  d'un  frottement 
statique. 

Les  premières  expériences  faites  sur  le  frottement  de 
roulement  sont  principalement  dues  à  Coulomb  (*  ) ,  qui 
les  entreprit  à  l'occasion  de  ses  belles  recherches  sur  la 
raideur  des  cordes.  D'après  ce  physicien,  Je  frottement 
de  roulement ,  pour  un  cylindre  et  un  plan  de  nature 
donnée  y  est  proportionnel  à  la  pression  et  im^ersement 
proportionnel  au  rayon  du  cylindre.  Ainsi ,  nommant  R 
la  pression,  r  le  rayon ,  et  v  un  coefficient  constant  qui  ne 
dépend  que  de  la  nature  des  surfaces ,  le  frottement  F  sera 
donné  par  la  formule 

r 

Si,  comme  le  font  quelques  auteurs,  on  prenait  pour 
mesure  du  frottement  une  force  perpendiculaire  à  l'arête 
de  contact  et  située  à  une  distance  constante  quel  que 
soit  le  rayon,  il  faudrait  dire  que  le  frottement  de  roule- 
ment est  indépendant  du  rayon. 

M.  Arthur  Morin  {^)  a  repris  ces  expériences  dans  des 
conditions  plus  favorables;  il  a  reconnu  que  les  lois  de 
Coulomb  sont  généralement  peu  exactes  ,  et  qu'il  est  im- 


(  ')  Savants  étrangers  {kcSLàérniQ  des  Sciences),  t.  X  ,1785.^ 
(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  X,  XII  »   XllI  et  XI V  , 
1840-2.—  Expéncnces  sur  le  tirage  des  voitures.  Paris,  18^2. 
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possible  de  donner  à  ce  sujet  des  lois  simples  et  générales. 
Néanmoins,  dit-il,  la  résistance  opposée  au  mouvement 
des  voitures  par  les  routes  pavées  ou  en  empierrement 
solide  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  pression ,  et 
inversement  proportionnelle  au  rayon  des  roues  ;  elle 
est  indépendante  du  nombre  des  roues,  à  très-peu  près 
indépendante  de  la  largeur  des  bandes  de  roues ,  et  croît 
avec  la  vitesse. 

Au  reste  9  le  frottement  de  roulement  est  ordinairement 
négligeable  vis-à-vis  du  frottement  de  glissement;  et 
menue  on  eil  fait  entièrement  abstraction  dans  tous  les 
calculs  relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans 
la  composition  des  macbines.  On  n'a  guère  à  le  considérer 
({uedans  certains  phénomènes  spéciaux,  tels  que  le  roule- 
ment des  voitures.  Nous  traiterons  ce  cas  brièvement,  eu 
nous  plaçant  dans  les  conditions  qui ,  suivant  M.  Moriu, 
laissent  subsister  les  lois  de  Coulomb.  Supposant  la  vi- 
tesse constante,  nous  n'aurons  pas  à  tenir  compte  de  son 
influence  sur  le  frottement,  une  fois  le  coeflScient  de 
frottement  déterminé. 

Considérons  une  roue  qui  roule  uniformément  sur  un 
plan  horizontal.  Soient 

P  la  charge  de  l'essieu,  y  compris  son  poids 5 

p  le  poids  de  la  roue  -, 

r  son  rayon; 

p  celui  de  l'essieu  ; 

V  le  coefficient  de  frottement  de  roulement  entre  la 
roue  et  le  plan  ; 

ji  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  entre  l'es- 
sieu et  le  creux  du  moyeu  \ 

F  la  force  horizontale  qu'il  faut  appliquer  à  l'essiiîu 
pour  maintenir  l'uniformité  du  mouvement. 

La  force  F  se  compose  de  deux  parties  :  l'une  fait 
équilibre    au    frottement   de   roulement,   sa   valeur  est 
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V  ' ^]  l'autre,  que  nous  nommerons/,  fait  équilibre 

au  frottement  de  glissement.  Pour  obtenir  sa  valeur, 
observons  qu'en  vertu  du  jeu  de  Temboitement ,  le  frotte- 
ment ne  s'exerce  que  sur  une  seule  génératice  de  Tessieu, 
et  déterminons  d'abord  cette  génératrice. 

La  réaction  du  moyeu  sur  Tessieu  est  égale  et  contraire 
à  la  résultante  des  autres  forces  appliquées  sur  l'essieu, 
laquelle  est  égale  à  V^P'^-  F*.  D'ailleurs,  nous  avons 
vu  (t.  I,  p.  59)  que,  toutes  les  fois  qu'il  y  a  frottement 
entre  deux  surfaces ,  la  réaction  totale  n'est  point  dirigée 
suivant  la  normale  commune  aux  surfaces  en  contact, 
mais  fait  avec  elle  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  au 
coefficient  de  frottement.  Il  en  résulte  que,  dans  notre 
cas,  la  direction  de  la  force  \/P'  -f-  F'  fait  avec  le  rayon 
de  l'essieu  mené  vers  la  génératrice  de  contact  un  angle 
(f  =  arc  tangfx.  Par  suite,  la  pression  normale  est 

et  la  force  de  frottement 


/  ^P^'  -h  F». 

Ce  frottement  et  la  force/doivent  avoir  des  moments 
virtuels  égaux  -,  donc 

De  là  suit  l'équation 

F  =   -i (^  -f-  ^  '-  ^pa  _j.  F'^ 


Posant 


on  en  tire 


DYNAMIQUE.  109 


=  f*» 


._  vr(P-f-/?)4-fitV  s/l/-'— f*^'p')P^  +  vMP+/^)' 


Le  produit  de  cette  expression  par  l'espace  horizontal 
parcouru  donne  le  travail  nécessaire  au  transport  de  la 
charge  P,  travail  qui  est  employé  tout  entier  à  vaincre  les 
frottements. 

Supposons  maintenant  que  la  force  F  soit  inclinée  à 
Thorizon  d'un  angle  a  et  tende  à  soulever  la  roue. 

Dans  ce  cas,  la  pression  sur  le  plan  horizontal  est 

P-l-/?  —  Fsina, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  Tessieu ,  outre  le 
frottement ,  est  égale  à 

y/p2  4- F'  —  aPFsin». 

Par  suite ,  on  a 

F  COS.  =  v(P+/>-F»i°-)  +   ,  t^p.^p_,pFsin.. 

On  pourra  tirer  de  celte  équation  la  valeur  de  F  cos  a 
en  fonction  de  a ,  et  Tangle  a  qui  rendra  cette  valeur  un 
minimum  sera  Tinclinaison  la  plus  favorable  au  tirage. 

Si  le  plan  est  incliné  à  T horizon  d'un  angle  a ,  et  la 
force  F  parallèle  au  plan,  la  pression  normale  sur  le 
plan  est 

(P4-/;)cosa, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  Tessieu ,  outre 
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le  frottement ,  est  égale  à 


V^P»  -+-F^— 2PF  sina. 
Par  suite,  ou  a  Téquation 

r  '     r 

d'où  Ton  peut  tirer  la  valeur  de  F.  Alors,  si  l'on  nomme 
\j.^  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  entre  la  roue 
et  le  plan ,  la  condition  pour  que  la  roue  tourne  sans 
glisser  sera  exprimée  par  l'inégalité 

F>fx,  (P-h/?)cosa. 

Cette   condition   pourra  se  trouver  satisfaite,    même 
lorsque  F  inclinaison  du  plan  sera  nulle, 

5.  Raideur  des  cordes, —  Lorsqu'un 
poids  Q  est  soulevé  d'un  mouvement 
uniforme  à  l'aide  d'une  corde  qui  passe 
sur  une  poulie  de  renvoi ,  on  observe 
que  le  travail  de  la  puissance  P,  dimi- 
nué du  travail  consommé  par  le  frotte- 
ment de  la  poulie  sur  son  axe,  est  su- 
p  péricur  en  valeur  numérique  au  tra- 
vail de  la  pesanteur  sur  le  poids  Q.  La 
puissance  a  donc  à  surmonter  une  résistance  autre  que 
celles  du  poids  et  du  frottement.  D  est  aisé  de  découvrir 
la  nature  de  cette  résistance  nouvelle  .  La  corde  qui  porte 
le  poids  Q  doit  se  ployer  en  arrivant  sur  la  poulie-,  comme 
elle  n'est  pas  parfaitement  flexible,  il  y  a  du  travail  dé- 
pensé à  vaincre  son  ressort;  et,  comme  elle  n'est  pas 
parfaitement  élastique,  ce  travail  dépensé  n'est  pas  entiè- 
rement rendu  lorsque  la  corde  quitte  la  poulie  du  côté  de 
la  puissance.  On  observe,  en  effet,  que  le  bras  de  levier 
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de  la  résistance  est  toujours  un  peu  supérieur  à  celui  de 
la  puissance,  bien  que  les  points  d'application  des  deux 
forces,  pris  sur  les  cordons  rectilignes,  aient  constamment 
la  même  vitesse: 

D'après  les  expériences  de  Coulomb  (  ^  ) ,  la  partie  de 
Texcès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant  qui  est 
due  à  la  raideur  de  la  .corde,  pour  un  chemin  parcouru 
égal  à  Tunité,  peut  se  représenter,  quelle  que  soît  la 
vitesse,  par  une  expression  de  la  forme 

-9 


2r 


r  étant  le  rayon  de  la  poulie  augmenté  du  rayon  de  la 
corde,  et  a,  è  désignant  deux  constantes  qui  dépendent 
de  la  nature  de  la  corde,  de  sa  grosseur,  de  son  état  de 
vétusté.  Toutes  choses  égales,  a  est  à  peu  près  propor- 
tionnel à  la  quatrième  puissance  du  diamètre  de  la  corde, 
et  b  proportionnel  à  la  seconde  puissance. 

Cherchons  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  forces  P  et  Q 
dans  le  mouvement  uniforme  de  la  poulie. 

Soient  p  le  rayon  de  l'axe  ou  celui  de  l'œil  de  la  poulie, 
suivant  que  l'axe  tient  à  la  poulie  ou  bien  à  la  chappe , 
et/ la  force  de  frottement  qui  s'exerce  sur  l'axe. 

Ecrivons  que  la  somme  algébrique  des  quantités  de 
travail  est  nulle,  en  observant  que  inr  est  le  chemin 
parcouru  par  les  points  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance  dans  un  tour  He  la  poulie.  Il  vient 

D  reste  à  exprimer/ en  fonction  de  P  et  de  Q. 

Or,  ou  a  vu  au  problème  précédent ,  dans  un  cas  tout  à 

{ '  )  Satfants  étrangers  (  Acadéniio  des  Sciences) ,  t.  X  ,  ijSS. 
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fait  semblable ,  que,  si  Ton  représente  par  (a  le  coei&cient 
de  frottement,  la  force  du  frottement  est  égale  au  produit 

de  par  la  réaction  totale  qui  s'exerce  entre  les  sur- 

faces  en  contact,  laquelle  est  ici  y  P'-f-Q'-f-aPQcos  (PQ), 
quand  on  néglige  le  poids  de  la  poulie.  Substituant  cette 
valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 


P  =  Q  ^-  ÎL±_^  ^       ^       Pyp»  H-  Q»  4-  aPQ  cos(PQ). 
Dans  le  cas  où  les  forces  P  et  Q  sont  parallèles ,  on  a 


valeur  qui  est  de  la  forme 

P  =:  A  -h  BQ. 

Adoptant  cette  dernière  formule ,  on  trouvera  facile- 
ment que,  pour  soulever  le  poids  Q  d'un  mouvement 
uniforme  à  Taide  de  moufles  formées  de  n  poulies  égales , 
il  faut  appliquer  au  dernier  cordon  une  force  P  dont  la 
valeur  est 

6*.  Mesure  du  travail  parles  appareils  dynamomé- 
triques,— On  peut  juger,  par  les  cas  simples  que  nous  ve- 
nons de  traiter,  combien  il  sera  dîflScile  de  calculer  le 
travail  utile  fourni  par  une  machine  un  peu  complexe , 
en  prenant  pour  unique  point  de  départ  les  lois  gêné- 
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raies  de  la  mécanique.  Cependant  il  est  souvent  né- 
cessaire d'évaluer  ce  travail  d'une  manière  approchée, 
pour  la  construction  même  de  la  machine.  Les  ingé- 
nieurs basent  cette  évaluation  sur  des  expériences  anté- 
rieures, faites  dans  des  conditions  analogues  à  celles  de  la 
machine  projetée. 

Ainsi ,  s' agit-il  d'établir  des  pompes  mues  par  un  ma- 
nège, l'ingénieur  sait  qu'un  cheval,  travaillant  dans 
un  manège  huit  heures  par  jour,  fournît  communément 
40''", 5  de  travail  par  seconde.  Il  sait  encore,  par  des  expé- 
riences faites  sur  des  machines  analogues ,  que  les  engre- 
nages ,  les  leviers ,  le  communicateur,  en  un  mot ,  absorbe 
environ  le  tiers  du  travail  moteur.  Par  conséquent ,  il 

t:  X  4o>5  j     de  tra- 
vail par  seconde,  c'est-à-dire  qu'elles  élèveront  -~   ou 

2,7  litres  d'eau  à  10  mètres  dans  une  seconde.  Il  donnera 
donc  aux  tuyaux  des  dimensions  suffisantes  pour  laisser 
passer  commodément  cette  quantité  d'eau. 

Ceci  nous  conduit  à  dire  quelques  mots  des  appareils 
qui  servent  à  mesurer  le  travail  fourni  par  un  moteur. 
Les  plus  employés  sont  le  frein  dynamométrique  de 
Prony  et  le  dynamomètre  à  ressorts  disposé  par 
M.  Poncelet. 

Le  frein  dynamométri- 
-1  que    mesure     le     travail 
fourni  par  un  arbre  tour- 
nant.  Supposons  un   ar- 
bre horizontal  A  ;  serrons 
p'  cet  arbre  entre  deux  mâ- 

choires à  frottement  M,  M' 5  fixons  un  levier  L  à  l'une 
de  ces  mâchoires,  et  un  plateau  de  balance  à  l'extrémité 
de  ce  levier-,  puis  chargeons  le  plateau,  de  manière  que 
II.  8 
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4'arbre  glisse  dans  les  mâchoires  sans  les  entraîner,  et  que 
la  tige,  se  maintenant  à  peu  près  horizontale,  n'oscille 
que  faiblement  au-dessus  et  au*dessous  de  cette  position. 
Soient  r  le  rayon  de  l'arbre,  F  la  force  de  frottement, 
et  n  le  nombre  de  tours  par  seconde.  Le  travail  produit 
par  r  arbre  en  une  seconde ,  et  consommé  par  le  frotte- 
ment contre  les  mâchoires ,  aura  pour  mesure 

F.2  7r7-/l. 

D'ailleurs,  si  Ton  nomme  /  la  distance  horizontale  de 
l 'axe  A  au  poids  P  qui  est  placé  à  l'extrémité  de  la  tige , 
et  dans  lequel  on  comprend  la  composante  du  poids 
propre  du  levier  qui  agirait  à  la  même  distance  pour  le 
faire  baisser,  l'équation  des  vitesses  virtuelles  donnera 

Fr=  P/. 

Il  en  résulte  que  le  travail  développé  en  une  seconde 
aura  pour  mesure  le  produit  du  poids  P  par  le  chemin 
que  parcourrait  son  point  d'application  si  le  levier 
tournait  avec  l'arbre,  ou  a7r//»P. 

Hachette  a  proposé  de  remplacer  le  plateau  de  balance 

par  un  dynamomè-. 
tre  analogue  à  celui 
de  Régnier,  et  dont 
les  ressorts  indique- 
raient par  leur  fle- 
xion l'effort  P  qui 
fait  équilibre  au 
frottement  de  l'ar- 
bre. M.  Poncelet 
place  parallèlement  au  dynamomètre  un  plateau  tournant, 
mis  en  mouvement  par  une  courroie  sans  fin  engagée  sur 
l'arbre.  Ce  plateau  reçoit  la  trace  d'un  style  S,  fixé  au 
milieu  du  ressort  mobile^  les  aires  comprises  entre  la 
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courbe  tracée  et  les  rayons  menés  aux  extrémités  sont 
évidemment  en  rapport  avec  le  travail  développé;  on 
peut  donc  en  conclure  le  travail.  Pour  faciliter  le  calcul, 
on  subslitue  au  disque  tournant  l'appareil  décrit  au 
tome  I ,  page  2o5 .  La  courroie  sans  fin  embrasse  le  cy- 
lindre marqué  du  numéro  3 ,  et  la  bande  de  papier  se 
meut  parallèlement  au  plan  du  dynamomètre.  Un  second 
style  S',  placé  au  point  fixe,  trace  une  seconde  ligne  qui 
est  à  peu  près  droite.  Alors ,  si  la  flexion  des  ressorts , 
mesurée  par  l'écarlement  des  deux  lignes,  est  propor- 
tionnelle à  la  traction  P,  le  travail  sera  simplement  pro- 
portionnel à  Taire  comprise  entre  les  deux  lignes  et  deux 
droites  joignant  leurs  extrémités  correspondantes.  On 
mesurera  cette  aire,  soit  par  les  formules  des  quadra- 
tures, soit  en  découpant  le  papier  suivant  le  contour  et 
le  pesant ,  méthode  pratique  qui  est  ordinairement  suffi- 
sante dans  ce  genre  de  recherches. 

Quand  un  ressort  est  d'un  acier  convenablement  trem- 
pé, sa  flexion  reste  proportionnelle  à  la  charge,  dans  des 
limites  assez  étendues.  On  donne  au  ressort  du  dynamo- 
mètre la  raideur  convenable  pour  que  ces  limites  com- 
prennent la  plus  grande 
traction  qu'il  éprouvera 
dans  r expérience.  De 
plus,  pour  que  la  fle- 
xion soit  un  maximimi 
:  ^-     relativement  à  tout  au- 

tre ressort  offrant  même 
résistance  à  la  rupture, 
on  donne  aux  deux  la- 
mes la  forme  d'un  so- 
lide d'égale  résistance. 
Elles  sont  partout  d'égale  largeur,  et,  quand  le  bord 
intérieur  d'une  demi-lame  est  dressé  en  ligne  droite,  le 


^m^^^ 
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bord  extérieur  forme  une  parabole  de  très-court  foyer, 
dont  l'axe  est  le  premier  bord;  le  sommet  de  la  parabole 
esta  rextrémitéE  {*). 

Il  est  sans  doute  inutile  d'ajouter  que  l'appareil  de 
M.  Poncelet  peut  mesurer  le  travail  indépendamment 
du  frein. 

Par  exemple,  si  l'on  veut  évaluer  le  travail  produit  par 
un  cheval  traînant  une  voiture,  on  fixera  le  dynamomètre 
derrière  lepalonnier,  et  l'on  engagera  la  courroie  sans  fin 
sur  le  moyeu  de  la  roue. 

Citons  encore  le  petit  appareil  connu  sous  le  nom 
d^îndicateur  de  Tf^atty  qui  est  tout  à  fait  analogue  à 
l'appareil  de  M.  Poncelet,  si  ce  n'est  que  le  ressort  à 
pincettes  est  remplacé  par  un  ressort  en  hélice.  Il  est 
spécialement  employé  à  mesurer  le  travail  de  la  vapeur 
agissant  dans  le  cylindre  d'une  machine  à  détente. 

(^  )  Voir  le  Complément  aux  questions  de  Statique^  chap.  II;  sect.  2. 
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CHAPITRE  VIIL 

PRINCIPE    DU    MOUVEMENT   DU   CENTRE    DE    GRAVITÉ 
ET    PRINCIPE    DES    AIRES. 


SECTION  I. 

PRINCIPE    DU    MOUVEMENT    DU    CENTRE    DE     GRAVITÉ. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  peut 
s  énoncer  ainsi  :  Dans  tout  système  de  points  libres,  ou 
dont  les  liaisons  s^expriment  par  des  relations  entre 
les  distances  mutuelles  seules,  le  moui^ement  du  centre 
de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu  si  tous  les  points 
étaient  réunis  au  centre  de  gravité,  et  qu'ils  fussent 
sollicités  par  les  mêmes  forces  accélératrices  qui  les 
sollicitent  réellement. 

Newton  (*)  découvrît  le  théorème  pour  les  systèmes 
où  les  forces  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles  \  plus 
tard,  d'Alembert  {*)  Fétendit  au  cas  où  les  forces  sont 
constantes  en  grandeur  et  en  direction,  et  à  quelques 
autres  cas  particuliers;  enfin  Lagrange  (^)  démontra  le 
principe  dans  toute  sa  généralité. 

1.  Dans   un    corps 

ABC  A',  qui  peut  glisser 

sur  unplan  horizontal 

et    parfaitement    uni 

Jj^  I  QGK^^  est  pratiqué  un 

canal  très-étroit  AhA! ^ 

*    situé  dans  le  plan  ver- 


(')  Principia;  Axiomata  sive  leges  motûs^cor.  4- 
(')  Traité  de  Dynamique,  part.  II,  chap.  W. 
(  '  )  Mécanique  analytique,  part.  U ,  sect.  3 ,  §  i . 
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tical  qui  contient  le  centre  de  grai^ité  du  corps.  Dé- 
terminer la  courbe  que  doit  affecter  ce  canal,  pour 
qu^ un  point  pesant  P,  qui  j  serait  déposé,  exécute  des 
oscillations  tautochrones , 

On  fait  abstractioD  des  frottements. 

Nous  pouvons  supposer  tout  le  système  condensé  sur 
le  plan  du  canal. 

Soient  M  la  masse  du  corps,  m  celle  du  mobile  P,  X  la 
distance  d'un  point  D  de  la  base  du  corps  à  un  point  fixe  O 
pris  sur  le  plan  horizontal  ^  x  la  distance  du  mobile  à  la 
verticale  du  point  D,  et  y  la  hauteur  du  mobile  au-dessus 
du  plan. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s'ap- 
plique au  système  foiTaé  par  le  corps  et  le  point  pesant, 
pourvu  que  Ton  considère  le  corps  comme  sollicité,  non- 
seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par  la  réaction 
du  plan  fixe  horizontal.  En  eflet ,  le  système  ne  sera  plus 
assujetti  qu'à  une  seule  liaison,  consistant  en  ce  que  le 
point  mobile  doit  rester  .dans  le  canal.  Or  cette  liaison 
est  une  relation  entre  les  distances  mutuelles  ;  car,  si  Ton 
nomme  r,  r'  les  distances  d'un  point  quelconque  à  deux 
points  déterminés,  pris  sur  le  corps,  la  courbe  formée 
par  le  canal  pourra  se  représenter  par  une  équation  de 
la  forme 

/(r,r')  =  o; 

• 

et  la  liaison  qui  existe  entre  le  corps  et  le  point  mobile 
sera  représentée  par  la  même  équation ,  où  les  distances 
r,  r'  seront  relatives  au  point  mobile. 

Au  reste,  pour  s'assurer  que  le  principe  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  est  applicable  dans  le  sens  in-: 
diqué,  il  suffit  d'observer  que  l'ensemble  du  point  et  du 
corps  peut  se  mouvoir  0)mme  un  corps  solide,  en  satisfai- 
sant aux  liaisons 
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Ceci  posé ,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  système 
à  la  verticale  du  point  O  est 

/yi(X4-a?)  +  MX 
w  +  M  ' 

et,  puisque  les  forces  horizontales  sont  nulles,  cette  dis- 
tance doit  rester  constante^  on  a  donc 

m  -^ — —-^  4-  M  —r-  =  o. 
dt  dt 

Le  principe  des  forces  vives  donne  encore  l'équation 

/o  étant  la  valeur  initiale  de  y. 
On  lire  de  la  première  équation 

^X m       dx 

'^  ■^""  ""  m-f-M  ^' 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il  vient 


d'où 


^      dx^       dr^  ,  , 


n/     M      dx^        Y 


Si  la  courbe  du  canal  était  donnée ,  la  dernière  formule 
ferait  connaître  le  mouvement  du  point ,  et  l'équation  (A  ) 
celui  du  corps  {*).  Mais  ici  le  problème  est  diiférent. 

(^)  Par  exemple,  si  le  canal  est  rectiligne,  on  tronyera  que  le  point 
pesant  décrit  dans  Tespace  une  ligne  droite  d'un  mouvement  unifor- 
mément accéléré.  (Jean  Bernoulli,  Comment.  Acad.  Petrop.,  1780,  p.  11. 
-  Opcra,  t.  m,  p.  565.) 
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Supposons  que  rextrëmité  des  arcs  qui  doivent  être  par- 
courus pendant  le  même  temps  ait  une  ordonnée  nulle. 
Il  nous  faut  trouver  la  relation  entre  x  et  j  qui  rend 
indépendante  de  jTq  l'intégrale 

Cette  relation  doit  être  telle ,  que  la  quantité  comprise 
sous  le  signe  f  soit  de  degré  o  en  j^o  ?  JK?  ^J]^^  d'ailleurs 

—  ne  saurait  dépendre  de  jo  :  par  conséquent,  si  Ton 

représente  par  a  une  constante  indépendante  de  yo)  on 
peut  poser, 


Cette  relation  peut  s'écrire 

JL  i. 

en  l'intégrant,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  que  doit 
former  le  canal. 

Quand  on  suppose  que  la  courbe  passe  à  l'origine ,  il 
vient 

^=^\—^)    (  v/2«r  -/*-+-«  arc  cos  ^-~)'  I 

On  reconnaît  une  cycloïde  allongée,  qui  se  construit 
en  dilatant  les  ordonnées  d'une  cycloïde  perpendiculaires 
à  l'axe,  dans  le  rapport  de  y/M  -+-  m  à  v'M. 

La  durée  d'une  demi-oscillation  est 


y  s  Jo    \ly,y—y'  V  g 
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Quand  cette  durée  est  donnée ,  on  en  conclut  la  valeur 
de  la  constante 

Claikaut,  Mém,  de  VAcad,  des  Se,  de  Paris ^  l'J^i ,  p.  ^\. 

2*,  Déterminer  le  mouvement  de  deux  points  maté- 
riels qui  s'attirent  proportionnellement  à  là  masse  et  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Soient  m ,  m' les  masses  \ 

r,  r'  les  distances  au  centre  de  gravité  commun  ^ 

p  la  distance  mutuelle  5 

fx  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  Tunité  de  masse 
à  l'unité  de  distance.  ■ 

Le  centre  de  gravité  commun  aura  le  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme  que  produirait  une  quantité  de  mou- 
vement initiale  égale  à  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  initiales  des  deux  mobiles ,  en  supposant  au 
centre  de  gravité  une  masse  égale  à  la  somme  des  masses 
des  deux  points.  Le  mouvement  de  ces  deux  points  autour 
du  centre  de  gravité  sera  celui  qui  résulterait  des  positions 
et  vitesses  initiales  relatives  au  centre  de  gravité ,  et  aussi 
de  forces  accélératrices  dirigées  vers  ice  centre,  égales  à 

'—p  pour  le  point  m,  et  a  ^—ç-  pour  le  point  m. 

Or,  d'après  les  relations 

r  r'  p 

m!        m       m  -\-m' 

les  valeurs  de  ces  forces  accélératrices  peuvent  s'écrire 

Y-m!^        I  pi  m*         i  ^ 

{m  +  m')'  /^'      (/WH-/7I')»  7»  ' 

d'où  Ton  voit  que  le   mouvement  relatif  au  centre  de 
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gravité  n'est  autre  que  le  mouTemeut  bien  connu  d'un 
point  matériel  autour  d'un  centre  fixe  qui  l'attire. 

Il  en  résulte ,  en  particulier,  que  les  deux  orbites  dé- 
crites autour  du  centre  de  gravité ,  considéré  comme  fixe, 
sont  des  courbes  planes ,  bien  qu'elles  ne  soient  pas  né- 
cessairement situées  dans  un  même  plan.  En  outre,  la  re- 

r         r' 
lation  — :  =  —  montre  que  ces  deux  courbes  sont  sem- 
m         m  ^ 

blables  et  semblablement  placées,  le  centre  de  gravité 
étant  centre  de  similitude  inverse. 

On  aura  le  mouvement  absolu  en  ajoutant  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  à  celles  du  mouvement  re- 
latif. Les  courbes  que  Ton  obtiendra  de  la  sorte  seront  gé- 
néralement transcendantes. 

SECTION  II. 

PRINCIPE    DES    AIRES. 

Considérons  un  système  de  points  matériels ,  dont  les 
liaisons  se  réduisent  à  des  relations  entre  les  distances 
mutuelles  seulement.  D*une  origine  fixe  menons  des 
rayons  vecteurs  aux  différents  points  du  système,  et 
faisons  la  somme  des  produits  que  Von  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  point  par  la  projection 
droite  sur  un  plan  fixe  de  Faire  décrite  dans  V espace  par 
son  rayon  "vecteur^  à  partir  d^une  époque  déterminée 
qui  est  la  même  pour  tous  les  points.  Si  les  moments 
des  forces  motrices  autour  de  la  droite  qui  projette 
l  ^origine  font  une  somme  nulle,  la  somme  des  produits 
dont  il  s'agit  croîtra  proportionnellement  au  temps. 

Tel  est  le  principe  des  aires. 

Outre  les  liaisons  ci-dessus  mentionnées,  l'un  des 
points  peut  être  assujetti  à  rester  fixe;  mais ,  dans  ce  cas , 
l'origine  doit  être  prise  au  point  fixe. 

Le  principe  des  aires  est  une  généralisation  du  théo- 
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rème  de  Newton  (*  )  sur  les  aires  que  décrit  le  rayon  vec- 
teur d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale. 
Il  fut  découvert  presque  en  même  temps  par  Euler  ('), 
Daniel  BernouUi  (')  et  d'Arcy  (*),  à  Toccasion  du  mou- 
vement de  plusieurs  points  matériels  renfermés  dans  un 
tube  de  forme  donnée,  et  mobile  autour  d'un  point  fixe. 

i .  Un  point  matériel,  de  masse  m,  est  lié  à  deux  fils 
inextensibles  et  sans  masse,  qui  trai^ersent  un  petit 
anneau  fixe  O,  et  tiennent  à  leurs  extrémités  deux 
autres  points  matériels ,  de  masses  m\  m".  Tout  le  sys- 
tème est  situé  sur  un  plan  horizontal  et  parfaitement 
uni.  Déterminer  le  mouv^ement  des  points  et  la  tension 
des  fils,  en  négligeant  le  frottement  sur  Vanneau,  et 
supposant  que  les  fils  restent  constamment  tendus. 

Soient  Om  ==  r,  Om'  =  r',  Om"  =  r" -, 

6,  6',  B"  les  angles  que  forment  les  rayons  sur  un 
axe  fixe,  situé  dans  le  plan  horizontal^ 

T'  et  T"  les  tensions  des  fils  mOm^  et  mOm" ^ 

V  et  l"  les  longueurs  de  ces  fils. 

Puisque  toutes  les  forces  sont  dirigées  vers  le  centre  O, 
on  peut  appliquer  les  formules  des  forces  centrales  à  cha- 
cun des  trois  points.  De  là  les  équations 

d'^r 
dp 

^  ^  ^  dt^ 

df" 
Le  principe  des  aires  s'applique  à  chaque  point  consi- 

(*)  Principia,  lib.  1,  prop.  i. 

( ')  Opuscula.  De  motu  corporum  tubis mohilihus  inclusorum,  scct.  2;i 74^ • 

(•)  Mém,  de  VÂcad.  des  Se.  de  Berlin,  1745,  p.  54- 

(*)  Mém,  de  VAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1/471  p.  348. 


dp 

•r  +  T" 

''  dt' 

m 

dt' 

T 

dt' 

T* 
,u"' 
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dcFé  isolément.  Il  en  résulte  qu'en  représentant  par  C, 
C,  CP  les  quantités  constantes  qui  mesurent  le  double 
des  aires  décrites  dans  Tunité  de  temps  par  les  rayons 
r,  r',  r^\  on  a  les  trois  équations 


(2)           ,' 

dt           '            dt 

C,     r"''^  =  C" 

Enfin  les  relations 

(3) 

r-^r'  =  l'. 

r-i-r"  =i", 

donnent 

(4) 

dr    ,     dr' 
dt^    dt=°' 

dr          dr" 
*+    di     =°' 

(5) 

d'r       d'r' 
■dô^  dt^   =°' 

rf'r       d'r" 

dt'    '     dt'    -°- 

Pour  avoir  les  valeurs  des  tensions ,  il  suffit  d'ajouter 
successivement  la  première  des  équations  (i)  avec  cha- 
cune des  deux  autres,  en  éliminant  les  dérivées  par  les 
équations  (a)  et  (5).  Il  vient  ainsi 

m  m  r^       r'' 

rp//  rp//  _,      fin/  ç%  çn^ 

d'où  l'on  tire  aisément 

w  4-  /w'  -h  m"    -  =  -—  +  ^ ^--^ -j;^, 

Cherchons  maintenant  les  trajectoires. 
D'après  le  principe  des  forces  vives ,  on  a 


[df^  "^  '-'  dP) 


Y— 

\dt' 


r"^  --r-  ]  =:  const,  -j=i  A. 

dt^  ) 
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Si  l'on  élimine  r',  r\  6',  0"  et  dt  à  l'aide  des  rela- 
tions (a),  (3)  et  (4),  il  vient 


(5) 


,  ,  „.C  dr*  C  ,       C"    . 

:=  A. 


C' 


(r-r)' 

Telle  est  l'ëquation  de  la  trajectoire  du  point  m.  On 
obtiendrait  de  la  même  manière  les  équations  des  deux 
autres  trajectoires. 

Les  formules  (2)  montrent  que  les  mobiles  ne  peuvent 
jamais  atteindre  l'anneau,  à  m'oins  que  leurs  vitesses 
initiales  n'aient  été  dirigées  vers  ce  point;  dans  ce  cas, 
leur  mouvement  serait  constamment  rectiligne. 

Admettons  que  ce  cas  se  présente  pour  les  mo- 
biles m\  m".. 

Alors  C,  C  seront  nulles,  etFéquation  (5)  pourra  s'in- 
tégrer sous  forme  finie.  On  trouvera  l'intégrale 

^  =  c  y/5  sec  {\/„^Z  +  m"  '  +  *=""*'•)• 

On  traiterait^  sans  plus  de  difficultés  le  cas  où  les 
points  matériels  réunis  par  des  fils  au  point  m  seraient 
en  nombre  quelconque. 

RiccATi,  Comment.  Bonon. ,  t.  V,  part.  I,  p.  i5o;  1767. 

2.  jéppUquer  les  principes  des  forces  viues^  du  mou- 
s^ement  du  centre  de  gra\^ité  et  des  aires  au  mouvement 
du  soleil  et  des  planètes  considérés  comme  des  points 
maténels. 

On  considère  ici  Tensenlble  d'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites comme  ne  formant  qu'une  seule  masse,  située  au 
centre  de  gravité  du  système. 

Soient 

M,  m ,  m'^  etc.,  les  produits  des  masses  du  soleil  et  des 
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planètes  par  la  constante  qui  mesure  Tattraction  de  Tu 

nitë  de  masse  sur  Tunité  de  masse  à  l'unité  de  distance; 
X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  soleil  par  rapport  à  des  axes 

rectangulaires  et  fixes  dans  l'espace  5 

?î  ^1  Cî  S  5  ^'î  f'î  ^^^">  ^®®  coordonnées  des  planètes 

m,  m\  etc.  5 

r,  r',  etc.,  les  distances  du  soleil  aux  planètes  m,  m^  etc.  5 
pi^  i  la  distance  de  la  planète  m^*^  à  la  planète  m^^K 
Les  équations  du  mouvement  sont  les  suivantes  : 


-^  + 

-^^ 

•    •  > 

d'Y 
dfi 

^U 

-^^+ 

'    •  > 

d'Z 
dû 

-^-H 

-z)_^ 

•  9 

d^ 
dû 

-^^-H 

PJ,. 

-5)^'" 

"il"- 
PJ., 

il 

+    ..., 

dû  ' 

•"U 

PÎ. 

1 

PÎ., 

^) 

4-..., 

dû 

_M(Z- 

■^u 

PÎ,. 

-«)  +  '»' 

'{V- 

Pî.. 

L^ 

+  .  .; 

Le  principe  des  forces 

vives  donne  Tintégrale 

l^dX'-i^dY'^dZ- 
dû 

-2 

['"              dt' 

•) 

(') 

\ 

^ 

=r2M> h2>  


A, 


où  A  représente  une  constante,  et  ^^  un   signe    somma- 

toire  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  des  différentes 
planètes. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donne 
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les  intégrales 

/  MX+ 2  «l  =  «'-<-«» 

(2) 

,   UY+'^m7,  =  bt+^, 

MZ  +2'»Ç=<^'  +  V. 

la; 


a,  b,  c,  a,  /3,  y  étant  des  constantes. 

Enfin  le  principe  des  aires  donne  trois  intégrales  dont 
l'une  rentre  dans  les  deux  autres  : 

YdZ-ZdY       ^(    ndX,  —  Un\ 

M — - — +2;('«— ^? — )="' 

;       ZrfX-XrfZ       ^/     ÇrfÇ-$rfÇ\ 

M ^ +  2i  r dt j  =^' 

e,  y*,  g^  désignant  des  constantes. 

Ces  intégrales  rigoureuses  du  mouTement  absolu  des 
corps  célestes,  sont  les  seules  que  Ton  ait  pu  trouver 
jusqu'ici. 

On  a  bien  plus  souvent  à  considérer  le  mouvement  re- 
latif des  planètes  autour  du  soleil  que  leur  mouvement 
absolu  dans  l'espace.  Il  sera  donc  utile  de  chercher  ce  que 
deviennent  les  intégrales  précédentes ,  quand  on  regarde 
le  soleil  comme  fixe ,  et  qu'on  transporte  en  ce  point  l'o- 
rigine des  coordonnées. 
Soient 

x,  y^  z  les  coordonnées  de  la  planète  m  pour  la  nou- 
velle origine; 

x',  y\  z'  celles  de  la  planète  m',  et  ainsi  de  suite. 
Nous  aurons 

Ç  =  X  +  ar,  r=X4-a:',..., 
>ï  =  Y-f-r,  *ï'=Y-hr,..., 
i;  =  Z-|-z,      Ç'=:Z  4-z',.... 
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Substituant  ces  valeurs  de  {,  m,  ^,  S^••«  àams  les  for- 
mules (i),  (2)  et  (3),  les  nouvelles  formules  (a)  nous  don- 
neront des  valeurs  de  X ,  Y,  Z  qui,  substituées  dans  les 
nouvelles  formules  (1)  et  (3),  nous  fourniront  les  quatre 
intégrales  du  mouvement  relatif  seules  connues,  savoir  : 

(«,2")2  ("*=±l^)- (2".t)'- (  24)- (24)' 

-"("-2')("2"*2=;)="»-^^ 

(M+^m)  2  ("^^^^i^) -^  2""- 2""^ -2""  2"*  J ="*"••' 
(m+2'")2('"^^^) -^2'^-2'"î^-2'~-2'"J =~°'*- 

On  pourra,  par  de  simples  transformations,  mettre  ces 
intégrales  sous  la  forme  donnée  dans  la  Mécanique  cé- 
leste{L.U,C.n,^9): 

d.  Deux  paùits^.^maténels,  de  masses  m^m'^  sont 
réunis  par  une  tige  ^rigide  et  sans  masse  ^  mobile  dans 
un  plan  horizontal  autour  d'un  point  fixe;  la  mo- 
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lécule  m  peut  glisser  librement  le  long  de  la  tige^  tandis 
que  la  molécule  m'  est  liée  sur  cette  droite.  Détermi- 
ner la  trajectoire  du  point  m. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  du  point  m' au  point  fixe, 
r  et  6  les  coordonnées  pqlaires  du  point  m  relativement 
au  même  point  fixe  pris  pour  origine ,  et  A  une  constante, 
on  trouve  l'équation 

—  :^  A  (mr^  H-  m' a^)*  —  (/wr'  -h  m'a^). 
Clai&aut,  Mém.  de  VAcad.  des  Se.  de  Paris  y  174^,  p.  22. 

4.  Deux  points  matériels  égaux  sont  fixés  aux  extré^ 
mités  d^une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile  en  tout  sens 
autour  d'un  point  fixe  situé  en  son  milieu.  Déterminer 
le  mou\fement  de  la  tige. 

Soient  (f  l'inclinaison  de  la  tige  sur  la  verticale ,  0  l'an- 
gle qu'elle  fait  avec  un  plan  vertical  fixe,  (3  la  valeur  ini- 
tiale de  l'angle  ç,  &>  et  y  les  valeurs  initiales  de  ^  et  de 

d^ 

— >  c  et  c'  des  constantes  que  l'on  détermine  parles  don- 
nées initiales,  et  c"*  =  o*  -+-  u*  sin*(3. 
On  trouve  les  équations 

dQ 


sin',-  =  c, 


^V^- 


c"»— r 


COSy  =  ' -p^ —  cos.c"(/ +  c'). 


II. 
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CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT   d'uN   CORPS  SOLIDE. 


SECTION  I. 

MOUVEMENT    d'uN    CORPS    SOLIDE    AUTOUR   VVÏf    AXE    FIXE. 

• 

Soient  0)  la  vitesse  angulaire,  et  Mk*  le  moment  d'iner- 
tie du  corps  autour  de  Taxe  de  rotation.  Prenons  cet  axe 
pour  axe  des  «,  et  nommons  X,  Y  les  forces  motrices 
extérieures ,  qui  sollicitent  la  molécule  (x,  j)  suivant 
les  axes  des  x  et  des  y.  Nous  aurons 

,.       2(Yx~X.r) 

(^^  :57  =  — WT^ — ' 

le  signe  ^  indiquant  une  somme  étendue  à  toutes  les 

molécules  du  corps  considéré. 

Les  pressions  sur  l'axe  se  calculent  en  exprimant  que  les 
forces  motrices  extérieures ,  transportées  sur  Taxe ,  et  les 
forces  centrifuges  nées  de  la  rotation,  sont  équilibrées  par 
les  réactions  de  l'axe,  égales  et  contraires  aux  pressions. 

Une  des  applications  les  plus  importantes  de  cette 
théorie  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  axe  horizontal.  Soient  h  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  l'axe  de  rotation,  et  C  un  point  situé 
avec  le  centre  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire 
à  l'axe,  à  une  distance  /  de  cet  axe ,  donnée  par  la  for- 
mule 

(B)  /=^. 
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Le  mouvement  du  point  C  ne  serait  pas  altéré  si  toute 
la  masse  du  corps  était  réunie  en  ce  point.  On  le  nomme, 
pour  cette  raison ,  centre  d'oscillation  du  corps  relati- 
vement à  l'axe  considéré.  La  longueur  /  est  celle  du 
pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  le 
pendule  composé  formé  par  le  cdrps  dont  il  s'agit. 

Le  P.  Mersenne  proposa,  en  1646,  de  déterminer  la 
durée  des  oscillations  d'un  corps  pesant  autour  d'un  axe 
horizontal  5  ce  qui  revient  à  déterminer  le  centre  d'oscilla- 
tion. Tous  les  géomètres  qui  abordèrent  la  solution,  Des- 
cartes (*),  Roberval  («),  Wallîs  (»),  Fabri  (*)  et  le 
P.  Mersenne  (*)  lui-même  supposèrent  tacitement  que  le 
centre  d'oscillation  coïncide  avec  le  centre  de  percussion . 
Celte  proposition  est  exacte  5  mais  il  est  étonnant  qu'ils 
l'aient  admise  sans  la  démontrer.  Elle  leur  permit  de  trou- 
ver le  centre  d'oscillation  dans  un  certain  nombre  de  figu- 
res. Descartes  détermina  celui  des  figures  planes  oscillant 
dans  leur  plan ,  et  se  trompa  pour  les  autres  cas  5  Roberval 
trouva  celui  de  certaines  figures  planes  n'oscillant  pas 
dans  leur  plan;  enfin  Huygbens  résolut  le  cas  général. 
Ce  ne  fut  pourtant  qu'après  plusieurs  essais  infructueux 
qu'il  parvint  à  la  solution  tant  désirée.  Elle  fut  publiée 
dans  la  quatrième  partie  de  son  Horologiiim  oscîllato- 
rium,  1673.  Cette  solution  se  fonde  sur  deux  postulata  ; 
le  centre  de^gravilé  d'un  système  de  corps  pesants  ne  peut 
remonter  de  lui-même  à  une  bauteur  plus  grande  que 
celle  d'où  il  est  tombé,  de  quelque  manière  que  se  modi- 
fie la  disposition  mutuelle  des  corps.  Un  pendule  composé 

(  •  )  Lettres  de  Descartes. 

(*)  Jbid. 

(")  Mechanica,  sife  de  motu. 

{*)  Tract,  de  motu,  Append,  phjrsîco-malh.  de  ceniro  percussion is. 

(•)  Mcrsenii  Rt^cxiones physico-mathematicœ,  cap.  XI  et  \II. 

9- 
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remonte  toujours  à  la  hauteur  d'où  il  est  descendu  libre- 
ment. 

Quelques  années  après  la  publication  de  V Horologiuni 
oscillatorium y  Tabbé  Catelan  (*)  fit  observer  que  les 
postulata  de  Huyghens  ne  peuvent  être  pris  pour  des 
axiomes.  Ce  fut  l'occasion  de  nouvelles  recherches  de  la 
part  de  l'Hôpital ,  Jacques  BernouUi  et  autres  géomètres. 
Ces  travaux  amenèrent  la  solution  simple ,  bien  connue 
aujourd'hui. 

1 .  Un  pendule  q\d  porte  à  son  extrémité  un  cylindre 
creux,  contenant  du  mercure,  et  dirigé  suis^ant  le  pro~ 
longement  de  la  tige,  oscille  dans  un  plan .  ^vertical. 
Étant  donnés,  le  poids  p  du  pendule,  les  distances  h 
et  l  du  point  de  suspension  au  centre  de  gras^ité  et  au 
centre  d^ oscillation ,  et  le  rayon  intérieur  du  cylindre  r, 
déterminer  le  poids  p^  du  mercure  qu'il  faut  verser  dans 
le  cylindre  pour  que  le  pendule  batte  exactement  la 
seconde. 

Soient  k  le  rayon  de  gyration  du  pendule  donné  autour 
d'une  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  passant  au  centre 
de  gravité  5  A'  le  rayon  de  gyration  du  mercure  addi- 
tionnel autour  d'une  parallèle  à  Taxe,  passant  au  centre 
de  gravité  de  cette  masse;  A'  la  distance  du  point  de 
suspension  au  centre  de  gravité  du  mercure  additionnel  ; 
L  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  la  seconde. 
(A  Paris ,  L  =  0^,993  900  17). 

La  formule  (B),  jointe  à  la  relation  qui  existe  entre  les 
rayons  de  gyration  autour  de  deux  axes  dont  l'un  passe  au 
centre  de  gravité,  nous  donne  l'équation 

H'  + -_^,[(A  -H)'  +  i']  +  -~rp  [(H-A')'-4-*"] 

(')  Journal  des  Savants,  1682  et  1684. 
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OÙ  l'on  a  fait 

p!l±JL!l  ^n. 

II  vient ,  en  réduisant, 

et,  si  l'on  remplace  A*  H-  A*  par  sa  valeur  /// , 

(.)  ph{l--L)  =  p'[h'(l.-h')-k'^]. 

Nommons  p  la  densité  du  mercure,  et  u  la  dislance  du 
point  de  suspension  à  la  surface  supérieure  du  mercure 
que  contient  le  pendule  dans  son  premier  état. 

Nous  aurons 

61,  (page  57) 

Ces  deux  relations  nous  permettent  d'éliminer  A'  et  A' 
de  la  dernière  équation  ;  alors  nous  obtenons ,  pour  dé- 
terminer p',  Téquation  du  troisième  degré 

—  ^ ^y /^  [4« (L  -r  w  )  —  f']p  +  3iv'p'r'ph{i  —  L)  =r  o. 

Dans  le  cas  où  le  pendule  donné  battrait  à  peu  près  la 
seconde,  on  pourrait  considérer  le  mercure  ajouté  comme 
formant  une  lame  circulaire  sans  épaisseur,  et  l'on  au- 
rait sensiblement 


d'où  (i) 


4 

^  4/i(L— //)  — r^ 
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La  capillarité  et  les  oscillations  du  mercure  sont  des 
causes  perturbatrices  que  nous  avons  négligées  ;  mais  nos 
calculs  seront  tout  à  fait  exacts,  si  nous  remplaçons  le 
mercure  par  de  petits  disques  solides  enfilés  sur  un  axe 
commun . 

2.  On  suppose  un  pendule  formé  d*une  sphère 
pesante  et  homogène  y  dont  le  rayon  est  r  et  la  masse  m, 
fixée  par  son  centre  à  t extrémité  d'une  tige  sans  poids, 
dont  la  longueur  est  a.  On  demande  à  quel  point  de 
la  tige  il  faut  fixer  le  centre  d^une  noui^elle  sphère 
homogène ^  dont  le  rayon  et  la  masse  sont  r'  et  m', 
pour  diminuer  le  plus  possible  la  durée  des  oscillations. 

Soient  a*  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre 
de  la  sphère  additionnelle,  h  la  distance  du  même  point 
au  centre  de  gravité  des  deux  sphères ,  h  le  rayon  de  gyra- 
tion  du  système  autour  d'une  perpendiculaire  à  la  tige , 
menée  par  le  centre  de  gravité,  et  /  la  longueur  du  pen- 
dule synchrone. 

On  trouve  aisément 


^f  ^' 


_        ma  -H  m  a 

h  =  . —  , 

m  -\-m 


X'  =  .     *" 


m  ->r  ni 


.,[|^_H(._A).]-t-_^,[-V>H.(/,-„')'], 


ma 


2 


^_h^^h^  ^  ^5 


-h  m'a''  -h  ^  (mr'  -h  m'/') 


h  ma  H-  m' a' 

Posant  —,  =o,  et  tirant  de  celte  équation  la  valeur  de 

a',  il  vient 

■—  /?!«  -H  j  /w  (/w  4-  w')fl'  -h  ^  m'  [mr^  -h  /wV')  1 
a'  =  -p 

On  voit  par  là  que,  lorsqu'on  fait  glisser  un  curseur 
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sur  la  tige  d'un  pendule  en  Télevant  de  plus  en  plus ,  on 
finit  par  atteindre  une  hauteur  telle,  qu'en  élevant  encore 
le  curseur,  on  produit  le  même  effet  que  si  on  l'abaissait^ 
c  est-à-dire  qu'on  augmente  la  durée  des  oscillations. 

Si  la  lentille  et  le  curseur  peuvent  être  assimilés  à  deux 
points  matériels  de  masse  m,  m',  portés  par  une  tige  sans 
poids,  de  longueurs,  la  distance  a'  du  curseur  au  point  de 
suspension,  pour  laquelle  se  produit  le  phénomène  dont 
nous  parlons ,  satisfait  à  l'équation 


m' a'  I         ni 

mil  y  m 


EcLER,  Theoria  motus  corporum  solidorum,  C.  VII,  prob.  48- 

3.  Considérons  une  tige  pesante^  homogène  et  partout 
d'égale  épaisseur j  qui  oscille  dans  un  plan  vertical  au- 
tour de  son  extrémité.  Si  cette  tige  était  flexible ,  elle 
se  courberait.  Nous  la  supposons  rigide^  et  nous  voulons 
trouver  le  point  où  la  force  qui  tend  à  la  courber  exerce 
le  plus  grand  effort. 

Soient  a  la  longueur  de  la  tige ,  m  sa  masse ,  6  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  b  la  distance 
du  point  cherché  B  à  l'extrémité  fixe,  r  la  distance  à  la 
même  extrémité  de  l'un  quelconque  des  éléments  de  la 
tige  qui  sont  situés  au-dessous  du  point  B. 

La  force   motrice  gagnée    en   vertu  des  liaisons  par 

l'élément  dr^  estimée  dans  le  sens  du  mouvement ,  est 

dr 
égale  au   produit  de  la  masse   —m,  par  la  différence 

entre  la  force  accélératrice  effective  *-  r  -j-  et  la  force 

at^ 

accélératrice  appliquée  g  sin  9.  La  somme  des  moments 

autour  du  point  B  des  forces  gagnées  par  tous  les  éléments 

dr  mesure  l'effort  qui  tend  à  courber  la  tige  au  point  B. 
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Cet  eflbrt  a  donc  pour  expression 

Or  on  a,  dans  le  mouvement  de  la  tige, 

-TT  =  —  -^  smô. 

Par  conséquent,  l'effort  dont  il  s'agit  est 

mg  sin  B  f*a  mg  sinB,,        ,. 

^^^     Jb  /\  /  4^2         ^  ^ 

Le  maximum  a  lieu  quand  &  =  ^* 

Ainsi,  le  point  cherché  est  symétrique  du  centre  d'os- 
cillation par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Le  moment  de  la  force  qui  tend  à  courber  la  tige' en  ce 
point  a  pour  valeur 

mg  sin  9 


^■M 


A' 
6 
5 


27 

w.  w. 

4.  Avec  quelle  ^vitesse 
*    une  voiture  peut^elle  tour- 
ner sur  un  plan  incliné , 
sans  quelle  cesse  de s^ap^ 
puyer  sur  ses  quatre  roues  ? 

Supposons  que  la  ligne 
de  plus  grande  pente  sur  le  plan  soit  parallèle  à  l'essieu 
de  derrière,  et  considérons  le  système  en  projection  droite 
sur  le  plan  incliné. 

Soient 

B,  B'  les  points  d'appui  des  roues  de  derrière  sur  le 
plan  j 

A ,  A'  ceux  des  roues  de  devant  5 


D  a  B 
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Al ,  A\  les  positions  qu'auraient  ces  derniers  points  si 
la  voiture  ne  tournait  pas; 

a  Fangle  des  deux  essieux  ; 

€  l'angle  AiBA*, 

2  a  la  distance  A  A'  ou  BB'^ 

/  la  distance  des  deux  essieux,  lorsqu'ils  sont  pa- 
rallèles ; 

i  Tinclinaison  du  plan  sur  Thorizon  ] 

P  le  poids  de  la  voiture; 

G  la  projection  de  son  centre  de  gravité,  située  à  égale 
distance  des  droites  BAi,  B'A\; 

h  la  distance  du  plan  au  centre  de  gravité; 

b  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical  qui 
contient  l'essieu  de  derrière  ; 

-  la  traction,  que  nous  supposerons  exercée  dans  une 

direction  parallèle  au  plan  et  perpendiculaire  à  l'essieu 
de  devant  ; 

h'  la  distance  du  plan  au  point  d'application  de  la  trac- 
tion; 

i^  la  vitesse  du  milieu  D  de  l'essieu  de  derrièie. 

Pour  que  la  voilure  reste  appuyée  sur  ses  quatre  roues, 
il  faut  que  le  poids  et  la  traction  aient  autour  de  AB  un 
moment  supérieur  à  celui  des  forces  centrifuges.  Formons 
cette  inégalité. 

Le  moment  du  poids  est  égal  au  produit  du  poids  par 
le  cosinus  de  l'angle  que  la  droite  BA  fait  avec  l'horizon, 
et  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical 
qui  contient  la  même  droite  BA .  Nous  trouvons  d'abord , 
pour  expression  de  ce  moment , 

P  [(a  ces  i  —  h  sin  i)  ces  s  —  b  ces  i  sin  s  ]. 

D'ailleurs  la  projection  de  AB  sur  A,  A^  est  égale,  d'une 
part  à  ^(i  —  cos«),  d'autre  part  à  (/ -f- a  sin  a)  lange, 
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ce  qui  nous  donne 

sin  s  CCS  e  i 


o(i  — cosa)      /-hflsina      _  ,,  .         ,,  .       ..-^ 

Le  moment  de  la  traction  est 

p 

-  A' sin  (a  —  s). 
n 

Il  reste  à  trouver  le  moment  des  forces  centrifuges.  Nous 
admettons  que  les  roues  ne  glissent  point.  Il  en  résulte 
que  leurs  points  de  contact  sur  le  plan  tournent,  dans 
Tinslant  considéré,  autour  de  l'intersection  O  des  droites 
A  A',  BB'.  Par  suite,  les  milieux  des  essieux  et  la  voiture 
tout  entière  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au 
plan  menée  par  le  point  O,  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  à 

=      ou     -  tanff  a. 
OD  ^ 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées,  la 
perpendiculaire  au  plan  pour  axe  des  z^  et  une  perpendi- 
culaire à  BA  pour  axe  des  x. 

Le  moment  des  forces  centrifuges  sera  représenté  par 
l'intégrale 

-^^  tangua    /  zxdV, 

étendue  à  toutes  les  molécules  de  la  voiture. 

Pour  évaluer  cette  intégrale  il  est  commode  de  trans- 
porter l'origine  au  centre  de  gravité  ;  puis  de  faire  tourner 
les  axes  parallèles  au  plan ,  de  manière  que  le  nouvel  axe 
des  X  soit  perpendiculaire  à  la  droite  BAi.  Nommant  x'^ 
y\  z'  les  nouvelles  coordonnées,  nous  aurons 

xz=z  ( ^'  H \  cos  e  -h  (/  4-  b)  sin  s , 

\  tanga/ 
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et  le  moment  des  forces  centrifuges  deviendra 

4-sin€  J   x'zd^l 

Ces  valeurs  nous  permettent  d'écrire  immédiatement  la 
condition  cherchée.  Mais  auparavant  faisons  quelques 
simplifications. 

La  traction  est  une  petite  fraction  du  poids  total ,  —  en- 
viron ,  et  Tangle  e  est  peu  considérable  ;  il  en  résulte  que 
nous  pourrons  substituer  sina  à  sin  (a  —  e),  dans  le  mo- 
ment de  la  traction. 

Le  plan  des  y'  z'  partage  la  voiture  en  deux  parties 
sensiblement  symétriques }  nous  pourrons  donc  supposer 

nulle  Fintégrale    /  x'z'rfP. 

Le  plan  des  x'z^  divise  la  voiture  en  deux  parties  qui 
ne  sont  pas  très-différentes  ;  en  outre  sin  e  est  une  assez 
petite  fraction  ^  par  conséquent ,  dans  le  moment  des  for- 
ces centrifuges,  nous  pourrons  encore  négliger  le  terme 

sine  I  y z'dV  vis-à-vis  du  premier.  Tout  ceci  n'intro- 
duira dans  le  résultat  que  des  erreurs  insignifiantes  pour 
ce  genre  de  questions. 

L'inégalité  que  doivent  vérifier  la  vitesse,  l'inclinaison 
du  plan  et  l'angle  de  déviation  devient  alors 

/            .        ,    .     .\                 I                           ..sina 
(  a  cos  i  —  A  sm  z  )  cos  s  —  b  ces  i  sin  e  -4-  ^  

^  ^  n 

>  —  tang a  ( /  cos  8  4-  ^  tang  a  sin  e) , 
o 

où  sine  et  cose  ont  les  valeurs  données  plus  haut. 
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Le  rapport  -  exprime  la  tangente  de  rinclinaison  du 

j>lan  sur  lequel  la  voiture  en  repos  commencerait  à  ver- 
ser. Les  règlements  dç  la  police  française  exigent  que, 

dans  les  grandes  messageries,  ce  rapport  soit  égal  à  ^* 

Si  Ton  adopte  les  nombres  suivants , 

T=y  fl=o™,85,  //'=o",5o,  1=2"^,  ^>=o™,92,  a<43% 

qui ,  d'après  Coriolis ,  conviennent  aux  grandes  mes- 
sageries de  France,  et  si  l'on  suppose  a  =  3o®,  la  vi- 
tesse p»  pour  laquelle  la  voiture  tendrait  à  s'incliner  sur 
un  plan  horizontal  est  de  12''**,  7  à  l'heure.  Toutefois 
on  doit  observer  que  les  vitesses  obtenues  par  ces  for- 
mules sont  un  peu  trop  grandes  pour  des  voitures  suspen- 
dues. 

Coriolis 9  Journal  de  l'École  Polyt,,  XXIV*  cahier, 
p.  i55;  i835. 

5.  Une  plaque  mince  et  pesante,  qui  a  la  forme  d'un 
triangle  rectangle  isocèle  ^  est  suspendue  par  le  sommet 
de  r  angle  droit,  et  porte  sur  le  prolongement  de  F  un 
des  côtés  égaux  un  axe  très-court  y  qui  s* engage  dans 
un  anneau  horizontal  fixé  "verticalement  au-dessous  du 
point  de  suspension.  Déterminer  la  vitesse  as^ec  laquelle 
la  plaque  doit  tourner  autour  de  Vaxefixe  pour  que 
Vanneau  n  éprouve  aucune  pression. 

Si  l'on  nomme  a  le  côté  de  l'angle  droit  et  o)  la  vitesse 
angulaire,  on  trouve 


"  =  ^V^- 


w.  w. 
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6.  Une  tige  mince  et  homogène  y  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  qui  s* engage  dans  son  extrémité  y  est 
d^ abord  amenée  dans  une  position  horizontale  y  puis 
abandonnée  à  son  poids.  Démontrer  que  V angle  9  décrit 
par  la  tige  y  et  l'angle  cf  compris  entre  la  tige  et  la  droite 
suiv^ant  laquelle  est  dirigée  la  pression  quéprous^e  l'axe, 
vérifient  constamment  la  relation 


tang  B  tan  g  <p  = 


lO 


W.  W. 


7.  Le  métronome  de  Maelzel  est  un 
pendule  verticaly  dont  la  tige  AOB  porte 
une  lentille  L  à  son  extrémité  inférieure 
A ,  et  un  curseur  C  sur  sa  branche  supé- 
rieure OB.  Troui^er  le  point  de  la  tige  ou 
il  faut  amener  le  curseur  pour  que  le  pen- 
dule batte j  par  minute ,  un  nombre  donné 
d'' oscillations 

Soient  n  le  nombre  donné,  O  l'axe  de 
suspension,  OA  =  a,  OB=i,  OC=x,  P  le  poids  de 
la  lentille,  P'  celui  de  la  tige,  p  celui  du  curseur.  On  sup- 
pose la  lentille  formée  de  deux  lentilles  plan-convexes 
égales,  et  l'on  nomme  son  rayon  r,  son  axe  au. 
Si  ron  pose 


A»  =  éi»  -h  2  ar  4- 


4or*-h  i5r*a'  -f-  a* 

io(3r'-h«»)        ' 

,,        a^ — ab -\- b^  Z&oog 

A-     =  5 >      /= — TT"' 


on  a,  pour  déterminer  jc,  Téquaiion  du  second  degré 
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8.  Un  chemin  de  fer  décrit  une  courbe  horizontale  y 
dont  le  rayon,  compté  du  milieu  de  la  voie,  est  R  5  quelle 
élév^ation  faut-il  donner  au  rail  extérieur  au-dessus  du 
rail  intérieur  pour  que  le  wagon  s'appuie  également  sur 
les  deux  rails? 

On  peut  négliger  T  effet  de  la  traction^  car  cette  force 
est  une  petite  fraction  du  poids ,  surtout  pour  le  dernier 
wagon  5  qui  est  le  plus  exposé  à  verser. 

Soient  2  a  la  largeur  de  la  voie,  t'  la  vitesse  sur  le 
milieu  de  la  voie  et  u  la  différence  de  niveau  des  deux 
rails.  ' 

Si  l'on  suppose  que  la  masse  du  wagon  soit  distribuée 
symétriquement  de  part  et  d'autre  de  la  section  longitudi- 
nale et  de  la  section  transversale  qui  partagent  la  largeur 
et  la  longueur  en  deux  parties  égales,  on  trouve 


^ap' 


9.  Trouver,  dans  un  corps  pesant,  le  lieu  des  axes 
de  suspension,  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans  le 
même  temps  qiiun  pendule  simple  de  longueur  donnée  /, 
et  qui  sont  à  une  distance  connue  h  du  centre  de  granité. 

Prenons  pour  axes  des  x^  des  j^  et  des  z  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  corps  relatifs  à  son  centre  de  gravité  ; 
nommons  A ,  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  à  ces 
axes ,  M  la  masse  du  corps ,  et  posons 

N  =  M/i(/  — A). 

Le  lieu  cherché  est  celui  que  trace  dans  le  corps  la  sur- 
face d'un  cylindre  droit,  de  rayon  A,  et  dont  l'axe  décrit 
le  cône  du  second  degré  représenté  par  l'équation 

(N  — A)^»+{N  — B)7'-4-  (N  — C)z'  =  o. 
BiOT,  Journ.  de  VÉcoh  Polyt.,  XIIP  cahier,  p.  242. 
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10.  Trousser,  dans  un  coty}S  pesant ^  te  lieu  des  axes 
de  suspension ,  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans 
un  temps  donné,  et  guipassent  par  un  point  connu. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
nommons  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  point  commun  à 
à  tous  les  axes. 

Le  lieu  cherché  est  la  surface  représentée  par  Téqua- 
tion 

^  [A(a7  -~  xj  +  B( j  -/)>  +  C(^  -  zyf 

BiOT,  Ibid. 

SECTION  II. 

MOUVEMENT    d'uN   CORPS    SOLIDE    AUTOUR    d'uN    AXE    QUI 
SE    MEUT    PARALLÈLEMENT    A    LUI-MEME. 

Le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même , 
se  résout  en  déterminant  d'abord  le  mouvement  de 
translation  du  centre  de  gravité,  puis  la  rotation  du  corps 
autour  d'une  parallèle  à  l'axe  mobile,  menée  par  le  centre 
de  gravité,  et  considérée  comme  fixe. 

1.  Déterminer  le  mouvement  que 
prend  une  tige  pesante^  lorsqu'on 
Vabandonne  à  son  poids,  sans  "vi- 
tesse initiale,  après  avoir  placé  une 
des  extrémités  sur  un  plan  incliné 
parfaitement  uni.  On  suppose  la  tige 

située  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  trace 

horizontale  du  plan. 
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Soient  ' 

OL  rinclinaisoQ  du  plan  \ 

m  la  masse  de  la  tige  \ 

h  son  rayon  de  gyration  autour  d'une  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  de  gravité  ; 

a  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l'extrémité  qui 
touche  le  plan  5 

X  le  chemin  parcouru  le  long  du  plan  par  la  projec- 
tion C  du  centre  de  gravité  5 

f  l'inclinaison  de  la  barre  sur  le  plan  ; 

(3  la  valeur  initiale  de  cette  inclinaison  5 

R  la  réaction  du  plan. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  régi  par  les 
deux  équations 

m  -— -  =  mg  sin a        m =  R  —  /wg  cosa  ; 

dt  dt^ 

et  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  par  l'équation 

mk^  TT  =  —  R^  cosç. 

dO  ^ 

La  valeur  de  x  est  donnée  par  la  première  équation , 
intégrée  deux  fois , 

X  =  -gt^ sina  -h  a  cosp. 

Nous  aurons  la  valeur  de  y,  si  nous  éliminons  R  entre 
la  seconde  équation  et  la  troisième.  Il  vient 

rf»sin<p  ,,î3r<p 

a^  cos«  — r~  =  —  A^  — f  —  as  cosa  ces <p, 
^     dt^  dt""  ^  ^' 

et,  en  intégrant, 

do^ 
(V)         (a'cosVç  -h  /•')  -Y  =  2flg'cosa(sinp  —  sinep), 


'  dt' 


r^     /sm6  — sm©    , 

Jo    V  «'cos'(ï)-4-  ^-'     ' 
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valeur  qui,  avec  celle  de  x,  délerminç  complètement  le 
mouvement  de  la  tige. 
La  réaction  R  est  donnée  par  la  formule 

R  = -T—  1 

(t  6'os^  ar 

OÙ  il  faut  remplacer  -~  par  la  valeur  finie  que  l'on  ob- 
tient en  difierentiant  l'équation  (V).  On  trouve 

R  =  r-^— f-^r-I7TJ^'+«'(ï  4-sin'<p  —  asinBsin®)]. 

(fl'cos'ep  +  *')*'■  \  T  r        T/J 

Fuss,  Nova  acta  Petrop,^  t.  XIII,  p.  70;  1797. 

2.  Une  tige  pesante  y  homogène  et  partout  d'égale 
épaisseur,  suspendue  dans  une  position  honzontale  par 
deux  fils  ^verticaux  d'égale  longueur,  attachés  à  ses 
extrémités,  a  été  légèrement  dérangée  de  sa  position 
d^ équilibre.  Assigner  la  durée  des  petites  oscillations 
que  cette  tige  exécute^  en  restant  horizontale  et  conser- 
vant son  centre  de  grai^ité  sur  une  même  verticale.  Les 
fils  sont  assez  légers  pour  quon  puisse  négliger  leur 
inertie. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  2/2  sa  longueur,  0  Tangle 
qu'elle  fait  avec  sa  position  d'équilibre ,  /  la  longueur  de 
chacun  des  fils. 

Pour  de  très-petites  oscillations,  on  peut  négliger  le 
déplacement   vertical  de  la  tige,  à  moins  que  le  rapport 

-  ne  soit  une  très-petite  fraction ,  ce  que  nous  ne  suppo- 
sons point.  Il  en  résulte  que  la  tension  de  chaque  fil  est 
constamment  égale  a  —^5  en  sorte  que  cette  tension,  es- 
timée suivant  une  horizontale  perpendiculaire  à  la  tige, 

II.  10 
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a  pour  valeur 

m  g    a  Ô 

Si  donc  on  observe  que  le  rayon  de  gy ration  de  la  tige 

a 
autour  de  son  axe  de  rotation  est  -y=,  on  voit  que  les  os- 
cillations sont  régies  par  Téquation 


3     </f'  2        / 


ou,  simplement, 


L'intégration  donne,  en  désignant  par  a  la  plus  grande 
valeur  de  0 , 

^'=¥<-")- 

Il  en  résulte  que  la  durée  d'une  oscillation  est  exprimée 
par  l'intégrale 

Cette  durée  ne  dépend  point  de  la  longueur  de  la  barre; 
elle  est  la  même  que  pour  un  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait  le  tiers  de  la  longueur  commune  des  deux 

fils. 

Ladjr's  and  gentleman* s  Diaiy,  1842,  p.  5i. 

3.  Une  sphère  creuse,  homogène  et  remplie  de  liquide 
de  même  densité  que  la  paroi  descend  ^  sans  vitesse  ini- 
tiale y  sur  un  plan  incliné  qui  exerce  assez  de  frottement 
pour  déterminer  la  sphère  à  rouler  sans  glisser,  Compa- 
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rer  le  temps  quelle  emploie  pour  parcourir  un  espace 
donné  à  celui  qu  emploierait  une  sphère  pleine,  de  même 
rayon  et  de  même  densité. 

Soient 

a  rinclînaison  du  plan  sur  Thorizon  ^ 

m  la  masse  de  la  paroî  solide  ; 

a  son  rayon  extérieur  5 

k  son  rayon  de  gy ration  autour  d'un  diamètre  5 

m\  a',  k'  les  quantités  analogues  pour  la  sphère  li- 
quide; 

X  Tespacc  parcouru  par  le  centre  parallèlement  au 
plan  \ 

6  Tangle  dont  le  solide  a  tourné  autour  de  son  centre; 

F  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement; 

x\  6',  F'  les  quantités  analogues  dans  le  cas  d'une 
sphère  pleine. 

Pendant  le  mouvement  de  la  sphère  creuse,  le  fluide  ne 
tourne  pas^  mais  ses  molécules  sont  toutes  transportées 
parallèlement  au  centre  de  ûgure.  Il  en  résulte  que  les 
équations  du  mouvement  de  l'enveloppe  sont  les  sui- 
vantes : 

(/n-hw')"^  =  (*"  -4-/»')^sina  — F, 
.    d'^ 


X 

9 


desquelles  on  tire,  en  observant  que  0=- 

d'^x 

[m/t2-H(/7f -h  w')a»]  -—  =  (m  H-  m')a'g%\Xi%. 

L'intégrale  est 

[w/t'-h  {m  +  m')a^\x:=z  a'g'sma.f'. 

Si  maintenant  on  considère  la  sphère  pleine,  on  a  les 

lO. 
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équations 


d'où 

î  _l_  fw' l-'a -l-  ^  m  -1-  wwè'\  a^^ 


d'^x' 
[mh^  -h  m'k'^  -h  (m  -h  m')  «»]  -— -  =  (iw  +  m')a^g  sin a, 


-.    .       /w  -4-  /w 

[iiiit*4-/w'^''+(wH-/n')a']j/  = «'g'sma.r. 


D'après  ces  formules ,  les  espaces  parcourus  par  les 
deux  mobiles  pendant  le  même  temps  sont  dans  le  rap- 
port 

X   __  mk^  -t-  m'k'*  H-  (m  4- m')  a» 
TP  mk^-^  (m  +  /if')/i» 

Si   l'on  remplace  m/r*   et   m'A'"    par   leurs   valeurs 

o  2  2 

^  (/n  -f-m')  a* —  ^  w'a"  et  ^  fn!a'^^  puis  les  masses  par 
leurs  expressions  en  fonction  des  rayons,  et  que  l'on 
nomme  n  le  rapport  —  du  rayon  extérieur  au  rayon  in- 


a 
a' 
térieur,  on  trouve 


X'  7  W*  —  2 

Dans  le  cas  de  u  =r  2,  cette  formule  donne 


X  112 

X^  III 


Ladf's  and gentleman's  Diary,  i84a,  p.  5i. 
4.   On  lance  une  sphère  homogène  le  long  d^un  plan 
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incliné,  dans  une  direction  perpendiculaire  à  l* horizon- 
tale du  plan ,  en  même  temps  qu'on  lui  imprime  une  ro- 
tation de  même  sens  que  celle  qui  aurait  Heu  si  la  sphère 
roulait  sans  glisser,  mais  plus  rapide.  Déterminer  le 
Ttioui^ementy  en  tenant  compte  du  frottement  de  glisse- 
ment. 

Soient 

a  rinclinaison  du  plan  sur  l'horizon  ; 

m  la  masse  de  la  sphère  ; 

a  son  rayon; 

k  son  rayon  de  gyration  autour  d'un  diamètre; 

X  l'espace  que  son  centre  a  parcouru  parallèlement  au 
plan; 

9  Tangle  dont  la  sphère  a  tourné  autour  de  son  centre  ; 

(i  le  coefficient  de  frottement  entre  les  deux  surfaces  en 
contact ,  pour  Tétat  de  glissement. 

Dans  les  premiers  instants ,  le  mouvement  est  régi  par 
les  équations 

Si  Ton  nomme  c  et  «  les  valeurs  initiales  de  -7-  et  de  -7-9 

ili  dt 

on  obtient,  pour  intégrales  premières  et  secondes, 

dx            ,  .                        .                   dB              a  a  g  ces  a 
^=:g^(sina-4-^cosa)^-hc,      ^  =  —  ^~-j; ^  +  «  ; 

I  y^^S  cosa 

d:rz:-^(sina  -j-  fx  COS a ) /»  +  <:^ ,       ^  =  —  ,, —  f' -+-&>/. 

Ces  formules  subsistent  tant  que  la  sphère  tourne  plus 
rapidement  que  si  elle  roulait  sans  glisser,  c'est-à-dire,  tant 
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que  -^  n'est  pas  devenu  égal  à  a  —  •  Or  celle  égalité  a 

lieu  y  et ,  par  suiie ,  le  glissemenl  cesse ,  à  l'époque 

^*  (aw  —  c) 
ing  (a^  4-  k^)  ces  a  -h  g^^  sin  a 

A  celte  époque  le  frottement  change  de  sens ,  et  devient 
statique,  de  dynamique  qu'il  était.  Par  suite  (tome  I, 
p.  59),  le  coefficient  de  frottement  prend  une  nouvelle 
valeur  plus  considérable  que  la  première;  cette  valeur 
peut  même  être  telle ,  que  tout  glissement  soit  désormais 
impossible. 

Supposons  d'abord  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors  ^  en  dé- 
signant par  c\  x\  B'  des  constantes  déterminées  par  le 
mouvement  antérieur  à  l'époque  t,  nous  aurons  depuis 
cette  époque ,  de  la  même  manière  qu'au  problème  pré- 
cédent , 

à*gûuoi 


2(fl^-h  A') 


(/  — T)*-hc'(r-T)-t-ar', 


Dans  cet  état,  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au 
glissement  a  toujours  la  même  valeur,  savoir, 

.  F  = --r  =  — —— ; —  = T-  fng  cosa. 

a     df  a^  4-  A^  a»  4-  ^*      ^ 

Cette  valeur  montre  que  la  sphère  roulera  en' effet  sans 

glisser,  si  le  coefficient  de  frottement  au  départ  est  égal 

.  /-^  tang  a 
ou  supérieur  a  -- — —-• 

Supposons ,  en  second  lieu ,  que  le  coefficient  de  frotte- 
ment au  départ  ne  soit  pas  assez  considérable  pour  em- 
pêcher la  sphère  de  glisser  de  suite  après  l'époque  f, 
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ce  qui  a  lieu  quand  ce  coefl6cienl  est  inférieur  à  — ^ — —•• 

Alors  les  équations  qui  régissent  le  mouvement,  après 
l'époque  t  ^  sont  les  suivantes  : 

—  =  gsinct  — itgcosciy 

A"'  -- —  =:z  aaff  CCS  a. 
fit'         ^    ^ 

Une  double  intégration  donne 

X  =  -g'(sina  —  fx  ces  a)  (t  —  t)'  -{'  c'  (t —  t)  -H  J^, 

les  constantes  c',  x',  6'  ayant  ici  les  mêmes  expressions 
que  dans  le  cas  précédent.  Il  faut  observer  que  la  quan- 
tité sina  —  jx  cosa  est  positive;  car  le  coefficient  de  frot- 
tement est  moindre  pendant  le  mouvement  qu'au  départ , 
et  au  départ  ce  coefficient  est  moindre  que  tanga. 

Dans  Fétat  qui  nous  occupe,  il  y  a  à  la  fois  glissement 
et  roulement.  Il  nous  est  facile  de  trouver  l'espace  par- 
couru par  le  seul  effet  du  glissement. 

En  effet ,  nommant  \  l'espace  parcouru  par  glissement, 
depuis  Fépoque  t  jusqu'à  I  époque  2,  nous  avons 

dl       dx  dB  ,  ,/.  a'-f-^='\ 

5r  =  ^~";^  =  ^('-^K''""^^''''""">^/' 


d'où 


ËULER,  Acta  AciuL  Petrop.y  1781  j  P.  II,  p.  i3i. 
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5.  Un  cylindre  est  placé 
horizontalement  sur  la 
surface  concaue  d'un 
grand  cylindre  creux , 
pareillement  horizontal, 
et  dans  lequel  une  fonte, 
pratiquée  suiv^ant  une  sec' 
tion  droite,  donne  pas- 
sage à  un  corps  solide 
de  forme  quelconque  in- 
uariablement  lié  au  petit 
cylindre.  L'ensemble  de 
ces  deux  derniers  corps  forme  une  sorte  de  pendule 
composé.  On  propose  de  déterminer  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  ce 
pendule  composé,  en  ne  considérant  que  de  petites  oscil- 
lations ^  et  admettant  que  le  cylindre  intérieur  roule 
sans  glisser  sur  le  cylindre  extérieur. 

G>nsidérons  la  section  faite  par  un  plan  perpendicu- 
laire aux  cylindres ,  et  contenant  le  centre  de  gravité  G 
du  pendule  composé. 

Soient  O  et  C  les  centres  des  sections  du  cylindre 
creux  et  du  cylindre  mobile  ; 

OAX  un  rayon  vertical,  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  qui  iera  l'axe  des  x  \ 

OY  un  rayon  horizontal ,  qui  sera  Taxe  des  y  \ 

X  ^  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  ; 

Q  l'angle  AOC  ; 

(f  l'angle  que  CG  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur; 

E  le  point  de  la  section  du  petit  cylindre  qui  vient 
toucher  le  cylindre  extérieur  sur  l'axe  des  x^  quand  on 
fait  rouler  convenablement  le  premier  corps; 

j3  l'angle  constant  ECG  ; 
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a  et  b  les  rayons  du  grand  et  du  petit  cylindre  5 

c  la  distance  CG  ; 

în  la  masse  du  pendule  ; 

k  son  rayon  'de  gy ration  autour  d'une  parallèle  aux 
cylindres,  menée  par  le  centre  de  gravité^ 

R  la  réaction  normale  du  grand  cylindre  sur  le  cylindre 
mobile; 

F  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement  3u 
second  cylindre  sur  le  premier. 

Les  équations  rigoureuses  du  problème  sont ,  pour  le 
mouvement  du  centre  de  gravité, 

m  -—  ■=■  mg  —  R  CCS  0  —  F  sin  ô , 
m  -jj  =  —  R  sm  Ô  -h  F  cos  G, 
et  pour  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité, 

mP  —f  =  — R<?5in(G  -h  f  )  -h  F[c  cos  (ô -f- y)  —  ^]. 

Puisque  nous  avons  en  vue  seulement  le  calcul  des 

petites  oscillations,  nous  pouvons  négliger  les  termes  du 

d^  X       d^Y 
second  degré  par  rapport  à  ô,  ç,  -^  et  -t^«  Ceci  réduit 

nos  équations  aux  suivantes  : 

d^x 


/72  -— -  =  ,«g^—  R-1  F0, 


d-y 

mk^-^  =  —  Rc(ÔH-<i»)-H  VU  --b). 
dt^  V  T>  \  / 

Si  nous  éliminons  les  forces  inconnues  R  et  F  entre 
ces  trois  équations ,  il  vient,  au  même  degré  d'approxi- 
mation^ 
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Les  relations  géométriques 

^(p-hÔ-+.<p)  =  aB, 
j'  =  [a  —  ^)  sin  ô  —  c  sin  y , 

nous  permettent  d'éliminer  encore  les  variables  y  ei  Q  de 
la  dernière  équation.  Nous  trouvons  ainsi  Téquation  li- 
néaire 


[k^+(c-bY] 


d^ff       b^  -^  ac  —  bc 


§9- 


lïÈl^ 


=  G. 


dt-  a-^  b        '>^    '    a  —  b 

Faisant  disparaître  le  terme  tout  connu,  en  posant 

^-^  b^^ac-^bc  =  '^^ 

il  vient  finalement  l'équation 

(a^b)[P-^{c^by]  d^.._^ 
dt'  "^  ^^  —     • 


b'- 


bc 


Elle  coïncide  avec  l'équation  qui  déterminerait  le 
mouvement  d'un  pendule  simple  dont  l'angle  sur  la 
verticale  serait  ^ ,  et  dont  la  longueur  serait  égale  à  la 
fraction 

b^  -^  ac  —  be 

Or  les  angles  (p  et  ^^  ne  difl'èrent  que  d'une  quantité  con- 
stante 5  donc  la  fraction  précédente  mesure  la  longueur 
du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que 
le  pendule  donné. 

EuLEB  ,  Jeta  Jcad,  Petrop,,  1780,  P.  II,  p.  164. 

6.  Un  cylindre  homogène  est 
placé  horizontalement  sur  un 
plan  incliné  parfaitement  uni. 
Un  fil  sans  masse,  fixé  par  une 
de  ses  extrémités  au  contour  du 
a/\  cylindre ,  s'enroule  sur  ce  corps 
suivant  la  section^ droite  quicon- 
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tient  le  centre  de  gravité ,  et  s'attache  par  V autre  extré-- 
mité  à  un  point  fixe  situé  dans  le  plan  de  cette  section  y 
à  une  hauteur f  au-dessus  du  plan  incliné  y  égale  au 
rayon  du  cylindre.  Le  fil  étant  complètement  enroulé , 
on  abandonne  le  cylindre  à  son  poids.  Déterminer^ 
pour  une  position  donnée  y  la  tension  T  du  fil,  et  la 
vitesse  av^ec  laquelle  décroît  V angle  0  que  le  fil  fait 
avec  le  plan  incliné. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre ,  m  sa  masse,  A  son  rayon 
degyratiou  autour  de  Taxe  et  a  l'inclinaison  du  plan. 

On  trouve 

dB^ tiga  sin  a  (i —  sin  0)  sin'Ô 

'dp  ""       ces' 0  (a»  4- A»  ces»  G)      ' 

a»  (i  4.  gin^ô -^  2 sin^ ô) -f- X=»  C08*  ô 

EuLER ,  Noi'o  Jeta  Jcad.  Petrop.,  1  ^gS-ô,  p.  64. 

7.  Un  cylindre  homogène  est  couché  en  équilibre  sur 
un  plan  horizontal  indéfini.  Déterminer  le  mouvement 
que  prend  ce  corps ,  lorsque  h  plan  vient  à  tourner 
uniformément  autour  de  la  ligne  de  contact  primiln^e  y 
en  supposant  que  le  plan  mobile  exerce  assez  de  frot- 
tement pour  empêcher  le  corps  de  glisser. 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  du  plan ,  a  le  rayon  du  cy- 
lindre, m  sa  massé,  h  son  rayon  de  gyration  autour  de  Taxe, 
X  le  chemin  parcouru  sur  le  plan  par  la  ligne  de  contact. 

Tant  que  le  cylindre  reste  en  contact  avec  le  plan ,  on  a 


"  =  v/ï 


2/?    . 
•^-1  sm  w/; 


et  la  pression  normale  qu'il  exerce  sur  le  plan  est 


^  gm  cos  6)^  —  «/w  w^ ~-  \  ^  ■+■  ^ 


v/^'     -\/r' 
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Le  cylindre  abandonne  le  plan  à  Tinstant  où  celte  pres- 
sion devient  nulle. 

W.  W. 

8.  On  dépose  sur  un  plan  incliné  et  dépoli  une 
sphère  homogène  y  animée  y  autour  d'un  diamètre  horir- 
zontal,  d'aune  rotation  contraire  à  celle  qui  la  ferait 
rouler  en  bas  du  plan.  Déterminer  le  mous^ement  de  Id 
sphère  y  en  supposant  le  coefficient  de  ffottementy  pour 
l'état  de  glissement ,  égala  la  tangente  de  V inclinaison 
du  plan. 

Conservant  la  notation  du  problème  4 ,  et  posant 

fA=taDga, 

on  arrive  aux  conclusions  suivantes . 
Jusqu'à  l'époque 

X-'  &>  2  a  o) 

li.ag  cos  a         5  g"  sin  a 

le  centre  de  la  sphère  reste  immobile,  bien  que  le  corps 
tourne  sur  lui-même  avec  une  vitesse  donnée  par  la  for- 
mule 

d^  as  sin  a 

___  r= S-- ^-h  M. 

dt  A-' 

A  partir  de  l'époque  t  ,  la  sphère  roule  en  bas  du  plan 
sans  glisser,  comme  si  elle  était  partie  saus  vitesse  ini- 
tiale. 

ËULER,  Acta  Acad,  Petrop.^  1781,  P.  II,  p.  i3i. 

9.  Un  cylindre  non  homogène  y  mais  dont  tous  les 
points  situés  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  ont  la 
même  densité,  est  posé  sur  un  plan  horizontal  et  par- 
faitement uni.  Déterminer  la  durée  des  petites  oscilla- 
tions que   ce  cylindre,  exécute  sous  l'action  de  la  pc- 
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santeur^  quand  le  centre  de  grai^ité  a  été  légèrement 
écarté  du  plan  vertical  qui  contient  l'axe. 

On  peut  se  borner  à  considérer  le  mouvement  d'une 
tranche  du  cylindre,  comprise  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  et  infiniment  rapprochés. 

Soient  c  la  distance  du  centre  de  gravité  au  centre  de 
figure,  k  le  rayon  de  gyralion  autour  d'un  axe  mené  par 
le  centre  de  gravité  perpendiculairement  au  plan  de  la 
tranche ,  a  l'angle  qui  mesure  le  plus  grand  écart  entre 
la  verticale  et  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres. 

La  durée  d'une  petite  oscillation  est 

On  peut  observer  que,  quelle  que  soit  l'amplitude  des 
oscillations ,  le  centre  de  gravité  se  meut  toujours  sur  une 
même  verticale  ;  en  sorte  que  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  gravité  au  centre  de  figure  se  meut  en  conservant  ses 
extrémités  sur  deux  droites  fixes,  l'une  horizontale, 
l'autre  verticale.  lien  résulte  que  tout  point  de  la  tran- 
che situé  en  Ugne  droite  as^ec  le  centre  de  gravité  et  le 
centre  de  figure  y  décrit  dans  V  espace  une  ellipse  y  dont 
les  axes  sont  Vhorizéontale  et  la  ^verticale  qui  se  cou- 
pent au  centre  défigure  dans  la  position  d'équilibre. 
Les  longueurs  des  demi-axes  sont  les  distances  du  point 
considéré  au  centre  de  gravité  et  au  centre  de  figure. 

EuLEB,  Nova  acta  Acad.  Petrop.,  1783,  p.  119. 

10.  Le  cylindre  considéré  dans  le  problème  précé- 
dent est  maintenu  sur  un  plan  horizontal  et  parfaite- 
ment uni  y  dans  une  position  telle ,  que  le  rayon  mené 
au  centre  de  gravdtéfait  un  angle  a  avec  le  rayon  mené 
au  point  d'appui.  Dans  cet  état,  on  lui  imprime  une  vi- 
tesse angulaire  w,  autour  d'un  axe  mené  par  le  centre  de 
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gras^ité  parallèlement  aux  arêtes.  Quelle  doit  être  cette 
vitesse  angulaire  pour  que  le  centre  de  grai^ité  monte 
au-dessus  du  centre  de  figure ,  sur  la  verticale  du  point 
d' appui j  et  s* y  maintienne  en  repos? 

Conservant   la   notation  du  problème  précédent,  on 
trouve 


=  ?.cos  *  i/t; — ^-T-r- 


EuLERy  ibid. 


\\,  Un  cylindre  non  homogène  roule  sur  un' plan 
horizontal^  qui  exerce  assez  de  frottement  pour  empê-' 
cher  le  corps  de  glisser.  Déterminer  la  vitesse  angu- 
laire du  cylindre  en  un  point  donné  de  sa  course. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre ,  6  l'angle  décrit  par  le 
rayon  mené  au  centre  de  gravité,  &>  la  vitesse  angulaire 
initiale,  c  et  k  les  mêmes  quantités  que  dans  les  pro- 
blèmes précédents. 

On  trouve 

(^•-f-û^-4-c'—  2flrccos0)  —  =[X-*-h  [a  ^  cY]^^^  —  ^cg  ûn^  — 

EuLER ,  ibid. 

12.  On  introduit  plusieurs  points  matériels  dans  un 
tube  rectiligney  très-étroit  et  pesant,  libre  de  tourner 
dans  un  plan  horizontal  autour  de  Vun  de  ses  points  qui 
est  fixe,  IjCS  points  maténels  étant  placés  à  des  distances 
connues  du  centre  de  rotation,  on  imprime  au  tube  une 
"  vitesse  angulaire  donnée.  Déterminer  le  moux^ement  du 
tuhe  et  des  points  matériels. 

Soient  M  la  masse  du  tube ,  k  son  rayon  de  gyration  au- 
tour de  l'axe  de  rotation ,  Q  Tangle  dont  le  tube  a  tourné, 
fi)  la  vitesse  angulaire  imprimée,  m,  m',  m'\  etc.,  les 
masses  des  points  matériels,  r,  r',  r",  etc.,  leurs  distances 
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à  Taxe  de  rotation,  a,  a',  a'^^  etc.,  les  valeurs  initiales  de 
ces  mêmes  distances. 

On  trouve 

r        r         r 

dt  r^ 

M  ^*  H [ma}  -f-  w'  «'^  + .  .  .  ) 

à'  ^  ' 

dr-"         ,,,         ,,       M^»H-/wrt'-hw'fl"-^.  .  . 

—  =  «»(H~«0 

MX^'  -f-  — (wfl»  H-  w' «'»  +  ..  .) 

Si  l'on  faisait  abstraction  de  la  masse  du  tube,  on  aurait 

a       a'       a" 

-  =  ^  =  ^=...  =  cosô, 

DAmrx  Bernoyjlli  ,  Mém,  de  VAcad.  des  Sciences  de  Berlin , 
1745,  p.  63. 

SECTION  IIL 

MOUVEMENT    QUELCONQUE    d'uN    CORPS    SOLIDE. 

Le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  peut 
se  décomposer  en  une  translation  d'un  point  invaria- 
blement lié  avec  le  corps ,  et  en  une  rotation  du  corps  au- 
tour de  ce  point.  Pour  déterminer  cette  rotation,  on 
peut  considérer  le  point  autour  duquel  elle  s'effectue, 
comme  maintenu  fixe  dans  l'espace,  pourvu  que  Ton 
ajoute  à  chaque  molécule  une  nouvelle  force  accéléra- 
trice ,  égale  et  contraire  à  celle  qui  sollicite  réellement 
le  point  pris  pour  centre  de  la  rotation.  Il  y  a  grand 
avantage  à  prendre  le  centre  de  gravité  pour  le  centre  de 
la  rotation  5  car  lé  mouvement  de  ce  point  est  celui  qui 
aurait  lieu  si  toute  la  masse  et  toutes  les  forces  accélé- 
ratrices y  étaient  réunies,  et  de  plus  la  rotation  autour 
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de  ce  point ,  supposé  fixe ,  s'obtient  sans  ajouter  de  nou- 
velles forces  accélëratrices. 

Nous  savons  déjà  résoudre  la  première  partie  du  pro- 
blème, où  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  du  centre 
de  gravité.  11  reste  à  nous  occuper  de  la  seconde  partie, 
c'est-à-dire  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe. 

Pendant  cette  rotation,  il  existe  à  chaque  instant  une 
droite  fixe  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Cette  droite 
est  l'axe  instantané  de'  rotation.  D'un  instant  à  un  autre, 
elle  change  généralement  de  position  dans  le  corps  et 
dans  l'espace,  et  décrit  ainsi  deux  cônes ,  dont  l'un  est 
fixe  dans  le  corps,  et  l'autre  fixe  dans  l'espace.  Par  Teflet 
de  la  rotation,  le  premier  cône  roule  sur  le  second  sans 
glisser  ;  la  génératrice  de  contact  est  à  chaque  instant  l'axe 
instantané  de  rotation.  11  n'est  qu'un  seul  cas  où  ces  deux 
cônes  puissent  se  réduire  à  des  droites,  et  l'axe  instantané 
être  fixe;  c'est  le  cas  où,  le  corps  ayant  commencé  à  tour- 
ner autour  d'un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point 
fixe ,  le  couple  a*ccélérateur  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  cet  axe. 

Nous  représenterons  les  vitesses  de  rotations  par  des 
droites  proportionnelles ,  les  couples  par  des  droites  pro- 
portionnelles à  leurs  moments  et  perpendiculaires  à  leurs 
plans.  Ces  droites  seront  dirigées  de  manière  qu'un  ob- 
servateur dont  les  pieds  seraient  au  point  fixe,  et  qui  serait 
couché  sur  la  droite,  verrait  le  corps  tourner  devant  lui  de 
gauche  à  droite  (*),  par  l'effet  de  la  rotation  ou  du  couple. 
On  sait  que  ces  droites  se  composeront  suivant  la  loi  du 
parallélogramme,  comme  si  elles  représentaient  des  forces. 

Nous  conviendrons  encore  que  les  rotations  sur  les 


(')  Cet  usage,  qui  a  prévalu  dans  les  Traités  de  Mécanique,  est  contraire 
aux  conventions  adoptées  dans  les  ouvrages  d'astronomie. 
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plans  coordonnés  seront  positives  de  Taxe  des  x  vers  l'axe 
des  jr^  de  l'axe  des  y  vers  Taxe  des  z  et  de  Taxe  des  z  vers 
Taxe  des  x. 

Soient  O  le  point  fixe,  qui  peut  être  Fun  quelconque 
des  points  du  corps  5 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes; 

0X1,  OY,,OZi  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
relatifs  au  point  O  *, 

A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  autour  de 
ces  axes; 

B  l'angle  de  OZ  avec  OZi ,  angle  qui  sera  toujours  com- 
pris entre  o  et  tt  ; 

ON  celle  de  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  XiOYi  sur  le  plan  XOY  pour  laquelle  la  rotation 
B  de  OZ  vers  OZi  est  positive  ; 

9  et  ^{/  les  angles  que  fait  la  trace  ON  avec  les  droites 
0X1  etOX,  ces  angles  étant  comptés  positifs  dans  le  sens 
direct,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  partir 
deOX; 

w  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  de  rotation  autour 
de  l'axe  instantané  ; 

p^Çf  ries  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  (ù  sui- 
vant les  axes  OXi ,  OYi ,  OZi  ; 

L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  motrices 
autour  des  mêmes  axes ,  exprimées  en  fonction  de  0,  ç>,  ^. 

Les  vitesses  angulaires  /?,  9,  r  et  la  position  (0,  <p,  ip) 
des  axes  mobiles  sont  déterminées  par  les  six  équations 
simultanées 

II.  Il 
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,    ^    .       d^  dB 

sin  9  sin  cp  — ^  -H  cos  cp  — -  =  », 
^  dt  ^  dt       ^ 

d-lt  dB 

(II)  (  smecosy-^  — sinç  — =  ^, 

^  d^       do 
cos  ô  -r-  -h  -7^  =  r. 
dt        dt 

Ces  équations,  données  par  Euler,  renferment  toute  la  so- 
lution du  problème.  On  ne  sait  les  intégrer  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas  particuliers  :  encore,  dans  ces  cas, 
l'intégration  conduit-elle  à  des  quadratures  que  Ton  ne 
peut  effectuer  en  quantités  finies. 

Le  problème  de  la  rotation  des  corps  est  un  de  ceux 
qui  ont  le  plus  exercé  les  géomètres  par  les  diflScultés 
qu  il  présente.  Le  premier  travail  important  sur  ce  su- 
jet fut  publié  par  d'Alembert  en  1749>  dans  ses  Re- 
cherches sur  la  précession  des  équinoxes.  Un  an  plus 
tard,  Euler  donna  son  Mémoire  intitulé  :  Découv^erte 
d'huit  noui^eau  principe  de  mécanique  (  *),  dans  lequel  il 
traite  le  problème  de  la  rotation  des  corps  sous  le  point 
de  vue  le  plus  général.  Mais  il  manquait  à  ces  géomètres 
une  connaissance  de  la  plus  baute  importance  dans  cette 
théorie,  nous  voulons  parler  des  trois  axes  principaux 
d*inertie  et  de  leur  propriété  d'être  axes  permanents  de 
rotation.  Un  professeur  de  Gottingue ,  S^ner,  fit  celte 
découverte  (').  Euler  (*),  puis  d'Alembert  (*)  en  profi- 
tèrent bientôt  pour  simplifier  leurs  formules.  Enfin  Euler 
mit  au  jour  son  bel  ouvrage  Theoria  motus  corporwn  sa- 
lidorum  (1767),  qui  fut  regardé  à  peu  près  comme  le  der- 
nier mot  de  la  science  sur  celte  matière,  jusqu'en  Tannée 


(^)  Mèm.  de  VAead.  des  Se.  de  Berlin,  1760,  page  i85. 
(*)  Spécimen  iheoriœ  turhinum }  Halle,  1755. 
(•)  Mém,  de  l'Àcad,  des  Se,  de  Berlin,  1758,  p.  1 54. 
(  *  )    Opuscules  ma t  hémaiiques,  t.  I  ;   1 76 1 . 


J 
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1834,  OÙ  M.  Poinsot  présenta  à  F  Académie  des  Sciences 
sa  Nouvelle  théorie  de  la  rotation  des  corps  (*).  Dans 
cette  théorie,  le  problème  est  traité  d'une  manière  syn- 
thétique et  figurée,  qui  jette  une  vive  lumière  sur  plu- 
sieurs points  restés  jusqu'alors  cachés  sous  la  complica- 
tion des  formules. 

1 .  Déterminer  le 
mouvement  d'un 
solide  de  révolu- 
tion ,  pesant  et  ho- 
mogène y  autour 
d'un  point  fixe  si- 
tué sur  son  axe  de 
figure. 

Nos  calculs  s'ap- 
pliqueront à  tout 
solide  dont  deux 
moments  d'inertie 
principaux  autour  du  point  fixe  auront  même  valeur, 
et  dont  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur  l'axe  du  troi- 
sième moment  principal. 

Nous  conserverons  la  notation  adoptée  dans  les  préli- 
minaires. L'axe  OZ  sera  dirigé  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur,  et  l'axe  OZi  suivant  le  demi-axe  de  révolution 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  OZ  au  commencement  du 
mouvement.  De  plus,  nous  nommerons  m  la  masse  du 
corps,  a"  et  h"  les  cosinus  des  angles  que  les  axes  OXi  et 
OYi  font  avec  l'axe  OZ,  et  /  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité G  au  point  fixe  ,  cette  distance  étant  comptée  posi- 
tive dans  la  direction  OZj. 

Le  corps  peut  être  considéré  comme  sollicité  par  une 
force  unique,  égale  et  parallèle  à  son  poids,  appliquée 


(')  Voir  le  Journal  d«  M.  Lionville,  t.  XVï,  p.  9  et  389;  iS.îi. 
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au  centre  de  gravité.  Le  moment  des  forces  appliquées 
autour  de    l'axe  de  figure   est  nul;    comme   d'ailleurs 
A  =  B,  il  en  résulte  (équations  I)  que  la  vitesse  de  rota- 
tion r  autour  de  Taxe  de  figure  est  constante. 
Soit 

Ceci  posé,  appliquons  directement  les  principes  des 
forces  vives  et  des  aires.  Ces  principes  nous  fourniront 
deux  intégrales  premières,  qui  seront  suffisantes  pour 
ramener  le  problème  aux  quadratures. 

Il  est  aisé  de  voir  qu^un  point  du  corps  dont  les  coor- 
données relatives  aux  axes  OX, ,  OY^ ,  OZi  sont  oti  ,  j, , 
Zi  y  a  pour  composantes  de  sa  vitesse ,  suivant  les  direc- 
tions déterminées  que  possèdent  les  mêmes  axes  à  Tins  tant 
considéré , 

qz]  —  fj, ,      rxi  —  jJZt ,     /?j,  —  q.v, . 

11  s'ensuit  que  la  somme  des  forces  vives  est 


/' 


F^galant  cette  somme  au  double  du  travail  de  la  force, 
et  désignant  par  9q  la  valeur  initiale  de  d,  on  obtient  Tin- 
tégrale 

(i)      A  (/>'-+•  f')  -hCn'^zrz  ^mgl  {cosBo—  ces  0  ) -4- const. 

Puisque  les  forces  appliquées  ont  un  moment  nul  au- 
tour de  Taxe  OZ,  le  principe  des  aires  est  applicable  en 
prenant  le  plan  XOY  pour  plan  de  projection.  Or  la 
somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  molécule  du 
corps  et  de  Taire  décrite  par  cette  molécule  pendant  l'in- 
stant infiniment  petit  dt,  en  vertu  de  la  rotation  autour 
d'un  axe  quelconque ,  l'axe  OX,,  par  exemple,  est  ^ale 
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au  produit  de  la  moitié  du  moment  d'inertie  A  relatif 
à  cet  axe  par  l'angle  ^d^^  décrit  autour  de  cet  axe^  et  la 
somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan  XOY  est 
égale  à  la  somme  des  aires  multipliée  par  le  cosinus  de 
Tangle  que  fait  l'axe  OX,  avec  Taxe  OZ,  sa  valeur  est 

donc  -  Kpal'dt.  D'après  cela ,  on  a  l'équation 

(2)  A  [pa"  -^qb")-^  C«cos9=:  const. 

A  Taidedes  relations  (II),  et  des  valeurs 

a"  =  sin  0  sin  <p,     b"  =  sin  0  cos  y , 

il  est  facile  d'exprimer  les  équations  (i)  et  (2)  par  les 
seules  variables  ^^0,  On  trouve  d'abord 


pa"  +  qb"  =  sin' ô  --^  -, 


et,  par  suite,  on  a  les  équations  transformées 

(3)  A  [sin'  ô  -j^  -h  -j^)  =  2 mgl{cos  ô,—  cos ô)  —  C/^'  +  const. 

(4)  Asin"0-~  =  —  C«  cos Ô  4- const, 
^^'  dt 

Eliminant  -~^>  on  obtiendra  une  équation  de  la  forme 

dt=/{B)dBy 

qui  fera  connaître  Q  en  fonction  de  t  par  une  quadra- 
ture. Reportant  cette  valeur  dans  Téquation  (4),  on 
aura  ^  en  fonction  de  t  par  une  seconde  quadrature.  En- 
fin la  dernière  équation  (II)  fera  connaître  (f  en  fonction 
de  £,  et  le  problème  sera  résolu.  Toutes  les  intégrales 
se  réduiront  aux  fonctions  elliptiques. 
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Supposons  ,  ^n  parlÎGulier,  que  le  mouvement  initial 
soit  une  simple  rotation  autour  de  l'axe  de  figure,  en  sorte 

tiue"  les  valeurs  initiales  de  -p  et  de  -;-  soient  nulles» 
^  dt  dt 

Les  équations  (3)  et   (4)  se  réduisent  alors  aux  sui- 
vantes : 

(5)  A  (sin'ô-~-h^  \  =  2wg^/(cosôg  —  cosô), 

(6)  Asin^O--i  —  C«(cos0o—  cosô). 

La  première  de  ces  équations  montre  que  l'on  a  constam- 
ment 6>  ©0  si  l  est  positif,  et 6  <  0o  si  /est  négatif.  Ainsi, 
Tinclinaison  de  Taxe  de  figure  sur  la  verticale  est  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à  l'inclinaison 
initiale ,  suivant  que  le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  point  fixe  dans  l'état  initial.  On  voit  encore, 

par  la  seconde  équation,  que  la  vitesse  —-^  avec  laquelle 

tourne  la  trace  ON  de  l'équateur  X^OYi  sur  le  plan  fixe 
XOY,  est  de  même  signe  que  la  vitesse  de  rotation  n  si 
^!>9o5  et  de  signe  contraire  si  ô<^6o.  Empruntant  les 
termes  de  la  mécanique  céleste ,  nous  dirons  que  le  mou- 

ï>ement  de  précession ,  dont  -~-  mesure  la  vitesse,   est 

de  niéme  sens  que  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
Taxe  de  figure^  ou  bien  de  sens  contraire,  suivant  que 
le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  point 
fixe  au  commencement  du  mouvement. 

Éliminant  —  entre  les  équations  (5)  et  (6),  il  vient 

{n)dtz=i ^  — « 

.        /,       ^  ^nF         ,       C»Ar»(cos6o— cosôn 
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Pour  nous  fixer,  supposons  /  positif.  Alors  le  second 
facteur  du  radical  est  positif  au  commencement  du  mou- 
vement 5*  par  suite,  le  premier  facteur  doit  aussi  être  po- 
sitif, c*est-à»-dire  que  9  doit  commencer  par  croître.  Il  en 
résulte  qu'il  faut  prendre  d'abord  le  radical  avec  le  si- 
gne -f-.  La  dérivée  -7-  étant  une  fonction  continue  de  9. 
^  dt 

le  radical  qui  la  représente  ne  pourra  changer  de  signe 
qu'en  â' annulant.  On  doit  donc  garder  le  signe  4-,  tant 
que  9  n*aura  pas  atteint,  en  croissant,  une  valeur  qui 
annule  le  second  facteur  du  radical.  Or  il  existe  toujours 
une  valeur  de  l'angle  9,  supérieure  à  do  ^t  qui  annule  le 
facteur  en  question  5  car  ce  facteur  prend  des  signes  con- 
traires, quand  on  y  pose  successivement  0  =  ô^^  et  0  ==  tt. 
Soit  01  celte  valeur. 

Le  temps  T,  nécessaire  pour  que  0  atteigne  la  valeur  0i , 
est  donné*par  l'intégrale 

T=     ' 


X     \/^^"'" 


(cOSÔo  —  COS0)" 

cose  ^  '  -  "•-' ^ ^  ' 


im'gl ^ 


A  sin'ô 


Ce  temps  est  fini ,  bien  que  l'élément  de  l'intégrale  de- 
vienne infini  aux  deux  limites.  En  eiTet,  posant 

ces  0  =  5,      fos  00  =  «^0  »      ces  0,  =  A-,  , 
on  a 


T  = 


r-7— 


)  [o.mglA  (  I  —  ;r')  —  an'  (^o—  s)] 


Or,  le  facteur  du  second  degré  qui  est  sous  le  radical 
prenant  le  signe  —  pour  ^  =  di  »  ,  et  le  signe  H-  pour 
5  =  5o,  il  s'ensuit  que  les  facteurs  s —  5o  et  ^i —  s  n'en- 
trent sous  le  signe  f  qu'à  la  puissance •  Mais  ,  géhé- 
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ralement,/(j)  étant  une  fonction  continue  dans  le  voi- 
sinage de  5  =  a ,  el  6  étant  un  infiniment  petit  positif  ou 

XflH-t      f[s) 
'  I  ds  ,  pour 

£  =  o,  n'est  point  infinie;  car  cette  quantité  peut  s'écrire 


X«-+-«      ds  I  /  y \«-+-« 

— ==  =  -/(£!)  lim.  \^s^a\         =0. 


/o 


Il  en  résulte  que  6  atteindra  la  valeur  Oj . 

A  cet  instant,  le  premier  facteur  du  radical,  cosdo — cos6, 
est  positif;  donc  le  second  facteur  doit  rester  positif  après 
que  ô  a  atteint  la  valeur  0i ,  c'est-à-dire  que  ô  doit  dimi- 
nuer; par  suite,  le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe — . 
L'inclinaison  ô  diminuera  jusqu'à  la  valeur  ôo?  dans  le 
même  temps  T  qu'elle  a  mis  à  croître  de  Ôq  à  0i  ;  puis  le 
mouvement  recommencera  de  la  même  manière.  L'axe 
exécutera  des  oscillations  isochrones  dans  le  plan  mobile 
ZOZi. 

Le  plan  vertical  ZOZi ,  qui  contient  l'axe  de  révolu- 
tion ,  ne  tourne  pas  uniformément;  mais  son  mouvement 
est  parfaitement  identique  pendant  chacune  des  demi- 
oscillations  de  l'axe.  Car  la  trace  ON  de  Téquateur  est 
constamment  perpendiculaire  au  deux  droites  OZ,  OZi 
et,  par  suite,  au  plan  ZOZj;  et,  d'après  l'équation  (6), 

la  vitesse  de  cette  trace,  ou  — >  ne  dépend  que  de  l'an- 
gle e. 

La  vitesse  angulaire  totale, 

est  un  minimum  lorsque  p  ei  q  sont  nuls ,  ce  qui  a  lieu 
quand  0  =i9o^  c'est-à-dire,  quand  Taxe  OZi  est  le  plus 
rapproché  de  la  verticale  OZ. 
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La    mèaie  vitesse    où    est    un   maximum,    lorsque   la 
somme 

.         d^'       dQ' 
/?»H-  q^     OU     sm'  ô  y-j  -+-  --      ou     2mgi{cQs9^—  cosô) 

est  elle-même  un  maximum,  c'est-à-dire,  quand  Taxe  est 
le  plus  écarté  de  la  verticale. 

Considérant  le  mouvement  de  la  projection  du  centre 
de  gravité  sur  le  plan  horizontal  XOY,  on  voit  que  cette 
projection  reste  toujours  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences, décrites  du  point  fixe  comme  centre,  avec  les 
rayons /sin 00  et  /sin0,.  Elle  décrit,  toujours  dans  le 
même  sens ,  une  courbe  formant  une  sorte  de  rosace  dont 
les  feuilles  s'implantent  sur  la  circonférence  de  rayon 
/sin 60 9  et  se  terminent  sur  la  circonférence  de  rayon 
/  sin  01 .  En  suivant  la  marche  du  rayon  vecteur,  on  re- 
connaît facilement  que  cette  courbe  est  tangente  à  la 
seconde  circonférence,  et  normale  à   la  première.  En 

effet,  la  dérivée  du  rayon  vecteur,  -^ —  ou  /cos0  —? 

est  nulle  pour  0  =  0],  et  la  vitesse  angulaire  de  ce 
rayon, 

d-^ .Cn{cosBc —  cosô) 

^""  Asin'Ô 

n'est  point  nulle  pour  0  =  0^  5  en  sorte  que  le  rapport  de 
l'accroissement  du  rayon  vecteur  à  celui  de  l'angle  décrit, 

ou    '     —  9  s'annule  sur  la  circonférence  dont  le  rayon 

est  /sin0i.  Il  s'ensuit  que  la  courbe  est  tangente  à  cette 
circonférence.  On  verrait  de  même  que  ce  rapport  de- 
vient infini  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  ZsinO^  : 
par  conséquent,  la  courbe  est  normale  à  cette  circonfé- 
rciire. 
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Si  la  distance  /  était  négative,  les  résultats  seraient 
les  mêmes,  sauf  que  l'angle,  Qi  serait  plus  petit  que 
Tangle  Ôq. 

A  Tinspection  du  binôme 

OnUcos9^—  cosô) 
^  Asm'© 

qui ,  égalé  à  zéro ,  a  pour  racine  0  =  d, ,  on  voit  que ,  si 

la  vitesse  angulaire  initiale  n  est  très-grande,  ou  bien, 

.  ,  mglA  .  .  .  . 

SI  le  rapport  •  Z,^  ■  est  très-petit ,  un  petit  accroissement 

donné  à  6  depuis  la  valeur  9o  rendra  le  second  terme 
égal  au  premier  en  valeur  numérique,  la  racine  Sx  sera 
très-peu  différente  de  Ooj  et,  par  conséquent,  l'inclinai- 
son de  l'axe  sur  la  verticale  variera  très -peu.  Dans  ce 
cas,  les  intégrations  pourront  s'effectuer  par  approxima- 
tion. 

Cas  particulier  oà  l'inclinaison  de  l'axe  varie  très- 
peu. 

Soit 

ô  =  e^H-  a. 

u  sera  un  petit  angle  ]  on  négligera  son  carré. 
Portant  cette  valeur  dans  la  formule  (  7) ,  et  observant 
que  Ton  a ,  au  degré  d'approximation  voulu , 

.    ^  CCS  ô«  —  cos  ô  u 

CCS  ôo  —  COSÔ  =  u  sin  0,     et  — 


sin'O  sinôo 

il  vient 

A  du 
(lt  = 


±  ^ u(iimgl A  smQo  —  O n'' u) 
Soient  encore,  pour  abréger, 

mgi  A  sin  9o  C/i        . 
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L'équation  devient 

du 


Ut  : 


:  vw(2w,  —  u) 
Son  intégale  est 

zri^t  =z  arc  CCS i 

sans  constante,  car  u  est  nul  à  Vorigine  du  mouvement. 
Si  l'on  pose 

cette  intégrale  pourra  s'écrire 

9  =  ô'—  «,  cos/<7. 

L'équation    (6)  devient,  au  même  degré  d'approxi- 
mation , 

d-it         Au  /•«,  A-Mi 

~  = -r-7- =  -r-r- r-7-COS//. 

dt       smOo      smOo       smda 
On  en  tire 

iL  =  eonst.  H-  -r-~r  ^ :— r-  *>n  ^^ 

siD  Oo         sm  Go 

ou  bien,  en  négligeant  w',  qui  est  de  même  ordre  de 
grandeur  que  m", 

^  =  const    H-  -r-r;  / r—r-,  Sm  Â't, 

•  smô'         smô' 

Enfin  la  dernière  équation  (II)  donne 

da  d^ 

--I  =  /a  —  cosô'--i-; 
dt  dt 

d'où 

(}»  =  const.  4-  /?f  —  cosô'.-J;, 

(f  =z  const.  -f-  (/?  —  Aui  cotô')r  -h  tf,  cote'  sin  At, 
Le  mouvement  de  l'axe  est  susceptible  d'une  représen- 
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tation géométrique  assez  simple.  Imaginons  un  axe,  pour 

lequel  ou  aurait  constamment  0= 0',  et  J^  =  const.  4-  -:—^,t, 
^  '  sinô' 

Cet  axe  fictif  décrira  autour  de  la  verticale  un  cône  cir- 
culaire, d'un  mouvement  uniforme,  tandis  que  Taxe  vrai 
tournera  autour  de  cet  axe  fictif,  avec  un  mouvement  re- 
latif représenté  par  les  termes  périodiques 

—  Uicos^t     et r-T-/SinX7, 

sm6' 

qui  doivent  être  ajoutés  respectivement  aux  valeurs  de  S 
et  de  tp  relatives  au  premier  axe.  Ces  termes  étant  très- 
petits  et  périodiques,  il  en  résulte  que  Taxe  fictif  peut 
être  considéré  conuue  occupant,  à  chaque  instant,  une 
sorte  de  position  moyenne  entre  les  positions  adjacentes 
de  Taxe  vrai. 

Décrivons  une  sphère  du  point  fixe  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  Funité^  et  considérons  les  intersections 
de  cette  surface  par  l'axe  vrai  et  par  l'axe  moyen ,  inter- 
sections que  nous  nommerons  pâle  vrai  et  pôle  moyen. 
Nous  verrons  sans  peine  que  le  pôle  vrai  décrit  autour 
(lu  pôle  moyen ,  supposé  fixe,  un  petit  cercle,  dont  le 
rayon  sphérique  est  égal  à  u^  en  valeur  absolue.  Ce 
mouv^ement  circulaire  est  toujours  uniforme.  Il  est  de 
même  sens  que  la  rotation  du  pôle  moyen  autour  de  la 
verticale  y  ou  bien  de  sens  contraire,  sui\^ant  que  la  vi- 
tesse angulaire  n  est  positii^e  ou  négative,  quelle  que  soit 
d^  ailleurs  la  position  du  centre  de  grav^ité  dans  F  état  ini- 
tial, au-dessus  ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  effet,  la 
distance  des  deux  pôles  étant  de  même  ordre  que  u ,  nous 
pouvons,  dans  l'étude  de  leur  mouvement  relatif ,  con- 
fondre la  surface  de  la  sphère  avec  celle  du  plan  tangent 
au  pôle  moyen.  Rapportons  la  position  du  pôle  vrai  à 
deux  axes  coordonnés,  des  'i  et  des  ^,  ayant  leur  origine 
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au  pôle  moyen,  et  dont  le  premier  sera  dirigé  suivant  la 
tangente  au  méridien  du  pôle  moyen  du  côté  de  la  verti- 
cale OZ ,  et  le  second  suivant  la  tangente  au  parallèle  du 
pôle  moyen  en  sens  contraire  du  mouvement  sur  ce  pa- 
rallèle. Nous  aurons 

et  Ti  sera  le  produit  de  -r-^  sin/rf  par  le  rayon  du  paral- 
lèle, sinÔ'*,  c'est-à-dire  que  nous  aurons 

ri  =  «,  sinAr  ; 
et,  par  suite, 

r4->j'=  u\y     — =ikii\  =  -^'ï- 

Ces  valeurs  justifient  tout  ce  que  nous  avons  annoncé; 
car  le  mouvement  relatif  du  pôle  vrai  est  de  même  sens 
que  le  mouvement  du  pôle  moyen ,  quand  le  premier  pôle 
se  meut  de  l'axe  des  Ç  vers  Taxe  des  yp;  et  ceci  a  lieu, 

comme  1  on  sait,  lorsque  la  quantité est  posi- 
tive. 

Ce  mouvement  de  l'axe  vrai  autour  de  Taxe  moyen 
eonstitue  la  nutation  de  Taxe.  Son  amplitude  est 


2«,=: 

imglAm\% 

On^        ' 

ri  ode , 

27r 

27rA 

"    C/i 

et  la  durée  de  sa  période, 


Le,  mouvement  angulaire  de  nutation  sera  d'autant 
plus  rapide  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  sera 
plus  grande.  Lorsque  V inclinaison  moyenne  de  Vaxe  sur 
laveiticale  n  est  pas  très-petite,  le  mom^ement  angit- 
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laire  de  nutation  est  bien  plus  rapide  que  celui  de  préces- 
sion ^  car,  pour  la  précessiôn  moyenne  ,  la  durée  de  la 
période  est 

2  7r  sinô' 

k        tiy 

Tous  ces  résultats,  relatifs  au  cas  où  le  centre  de  gravité 
est  situé  au*dessous  du  point  fixe,  concordeht  à  peu  de 
chose  près,  avec  les  phénomènes  que  l'observation  et  l'a- 
nalyse ont  fait  découvrir  dans  le  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  La  différence  la  plus  sen- 
sible consiste  en  ce  que  le  pôle  vrai,  dans  son  mouvement 
autour  du  pôle  moyen,  ne  décrit  pas  un  petit  cercle, 
mais  une  petite  ellipse,  dont  le  grand  axe  est  situé  dans  le 
méridien  du  pôle  moyen.  Encore  faut-il  ajouter  que 
l'excentricité  de  cette  ellipse  est  assez  faible  pour  avoir 
échappé  à  Bradley,  le  premier  qui  signala  le  mouvement 
de  nutation. 

Lagrange,  dans  la  Mécanique  analytique  (part.  II, 
sect.  IX,  n*'  35),  a  ramené  aux  quadratures  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  solide  de  révolution,  pesant , 
et  retenu  par  un  point  quelconque  de  son  axe  de  figure. 
Il  ne  paraît  pas  que  ce  résultat  ait  été  obtenu  avant  lui. 

2.  Déterminer  le  mouvement 
d'une  toupie  lancée  sur  un  plan 
horizontal,  qui  n  exerce  aucun 
fhvttement. 

La  toupie  est  un  corps  de  ré- 
volution ,  qui  s'appuie  sur  le 
plan  horizontal  toujours  par  un 
m(^me  point  P  de  sa  surface. 
Nous  supposerons  le  centre  de 
gravité  O  situé  sur  l'axe  de  fi- 
gure, lequel  sera  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au 
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centre  de  gravité^  et  nous  admettrons  que  les  moments 
d'inertie  principaux  autour  des  deux  autres  axes  soi^it 
égaux. 

Nous  conserverons  la  même  notation  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  si  ce  n'est  que  l'origine  des  axes,  O, 
sera  le  centre  de  gravité,  et  que  la  distance  /  sera  celle 
qui  sépare  le  centre  de  gravité  et  la  pointe  P. 

Les  deux  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  considéré 
comme  libre,  savoir,  son  poids  et  la  réaction  du  plan 
horizontal ,  sont  deux  forces  verticales  ;  donc ,  suivant  le 
principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  ce  centre 
se  meut  en  projection  horizontale,  d'un  mouvement  rec- 
tjligne  et  uniforme  dépendant  uniquement  de  l'impul- 
sion initiale.  Le  même  principe ,  appliqué  au  mouvement 
vertical  du  centre  de  gravité,  fait  connaître  l'intensité  de 
la  réaction  du  plan  fixe  sur  la  pointe  de  la  toupie^  car 
cette  réaction  n'est  autre  que  la  force  perdue  dans  le 
mouvement  vertical.  Si  donc  on  observe  que  la  hauteur 
du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal  est 
/cosô,  on  trouvera  pour  la  mesure  de  cette  réaction, 

rf^ / cos  9 

Il  reste  à  déterminer  le  mouvement  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité.  Le  calcul  est  tout  semblable  à  celui 
de  la  question  précédente;  c'est  pourquoi  il  suffira  de  le 
tracer  rapidement. 

Le  moment  des  forces  appliquées  autour  de  Taxe  de 
figure  étant  nul ,  on  a 

r  =  const.  =  n . 
Le  principe  des  forces  vives  donne  lintégrale  promicrc 

A(/?'4-  ^')-l- Cn'z=  1  mgl(cos%—  cos  ô)  —  m/ ' »in' ô  -r-  -f-  consl. 
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Le  principe  des  aires,   appliqué    relativement  à  un 
plan  de  projection  horizontal ,  donne 

A{pa"  -h  q¥')  -h  C/f  cosô  =  const. 
Ces  deux  dernières  intégrales  peuvent  s'écrire 

\  Asin'0--^  +  (A-f-/w/'sin'O)-— 

(i)      ^  de         ^  '  df 

(  =2/w^/(cos0o — cosô)  —  Cn*-f- const., 

d^ 
il)  Asin'0— ^  =  —  C/?  cos9 -+- const. 

dt 

Elles  suffisent  pour  ramener  le  problème  aux  quadra- 
tures. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  valeurs  initiales  de  p 

et  de  ^,  et,  par  suite,  celles  de  —  et  de  -^  soient  nulles*, 

ce  qui  revient  à  supposer  que  le  mouvement  initial  soit 
une  rotation  autour  de  l'axe  de  figure,  accompagnée,  si 
l'on  veut,  d'une  translation  horizontale.  Ceci  détermine 
les  constantes,  et  il  vient 

A  sin'0  y^  -f-  (A  -+-  w/»  sin^ô)  —  =:  ^mgl [cosB,—  cosô), 

d'If 
Asin'9—  =  C/2(cos0e —  cos9). 

Éliminant  —-9  on  arrive  à  Téquation 

)/\  -^mrsm''9dQ 
dt=:dz- 


i /(cosôo—  cosô)     zmgl 


C^/î^(cosQo—cosQ)'| 
A  sin^  9 


Raisonnant  sur  ces  formules  comme  on  l'a  fait  dans  le 
problème  précédent  sur  les  formules  analogues,  on  arri- 
vera k  des  conclusions  toutes  semblables. 
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L'axe  de  la  toupie  commence  par  s'incliner  sur  la  ver- 
ticale, puis  il  se  relève  jusqu'à  reprendre  son  inclinaison 
première,  s'incline  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
ces  demi-oscillations  ont  la  même  durée. 

La  vitesse  totale  de  rotation  est  un  minimum  au  com- 
mencement de  chaque  oscillation  descendante,  et  un  maxi- 
mum à  la  fin. 

L'intersection  ON  du  plan  de  Téquateur  et  du  plan  ho- 
rizontal XOY,  tourne  constamment  dans  le  sens  de  la 
rotation  autour  de  Taxe  de  figure.  Ce  mouvement  n'est 
point  uniforme;  mais  il  se  reproduit  périodiquement  le 
même  à  chaque  demi-oscillation  de  l'axe,  descendante  ou 
ascendante. 

Regardant  comme  fixe  la  projection  du  centre  de  gra- 
vité sur  le  plan  horizontal  qui  porte  la  toupie ,  on  verra 
la  pointe  de  la  toupie  tracer  sur  ce  plan  une  courbe  formée 
d'une  suite  indéfinie  d'arcs  égaux,  tangents  à  une  même 
circonférence  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de 
gravité ,  et  normaux  à  une  circonférence  concentrique , 
de  rayon  moi  ndre . 

Poisson  ,  Traité  de  Mécanique ,  t.  II ,  p.  207  ;  2*  édit. 
FnrcK,  IVouif.  Annales  de  Mathématiques,  t.  IX,  p.  3 10;  i85o. 

3.  Imaginons  quun  solide  de  révolution,  pesant  et 
homogène,  soit  posé  sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
uni,  etquon  lui  imprime  un  mouvement  quelconque  »  Si 
la  vitesse  de  rotation  imprimée  autour  de  Vaxe  défigure 
est  suffisamment  grande,  l'inclinaison  de  l'axe  sur  la 
verticale  restera  toujours  aussi  peu  différente  qu'on 
voudra  de  sa  valeur  initiale ,  quelles  que  soient  d'ailleurs 
les  autres  circonstances  du  mouvement  communiqué. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent. 
La  réaction  du  plan  étant  constamment  normale  à  la 
surface  du  corps,  le  moment  de  cette  force  autour  de 
II.  12 
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l'axe  de  figure  est  nul-,  par  suite,  la  vitesse  de  rotation 
autour  de  cet  axe  reste  constante.  Il  y  a  plus  :  tous  les 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  aux  équations  (i)  et 
(  2)  de  la  question  précédente  subsistent  ici,  sauf  que  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal n'est  plus  proportionnelle  à  cosO. 

Représentons  cette  hauteur  par  Ç.  La  réaction  du  plan 
sur  le  corps  sera 

et  le  travail  de  cette  force  aura  pour  expression 

Représentant  par  h  et  A  deux  constantes ,  les  équations  (1) 
et  (2)  pourront  s'écrire 

d^ 
(2)         A  sin'Ô  — î-  -f-  C«  (cosô— 'cos0«)  =  X-. 

Ces  équations,  jointes  à  l'équation  de  la  surface  du 
corps,  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité. 

Pour  conclure  de  là  le  théorème  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  faire  quelques  remarques  préliminaires  sur 
les  constantes  qui  déterminent  l'état  initial. 

Soient  P09  ^oj  Çoj  etc.,  les  valeurs initialesde/?,^,  y,  etc. 
Nous  pouvons  prendre  à  volonté  les  constantes  So»  ?09  ^0  i 
alors  ^0  sera  déterminé^  en  conséquence  de  la  valeur  prise 
pour  00  9  par.  la  condition  que  la  surface  soit  tangente  au 
plan  ;  et  la  position  initiale  sera  fixée.  De  plus ,  nous  pou- 
vons prendre  à  volonté  lés  constantes  p^^q^^n^  qui  repré- 
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s^itent  les  vitesses  angulaires  initiales  ;  alors  la  position 
qu'aura  le  corps,  à  la  fin  du  premier  instant  dt^  sera  dé- 
terminée par  les  ixHations  p^dt^  q^dt^  ndt^  et  par  la 

condition  que  le  corps  touche  le  plan.  La  valeur  <fe  (  -7-  ) 

sera  doac  déterminée  \  et  il  importe  d'observer  <|tie  la  ro- 
tation ndt  autour  de  Taxe  de  révolution  n'aura  aucune 
influence  sur  cette  valeur,  puisque  ^  reste  le  même  lorsque 
le  point  de  contact  se  déplace  sur  un  même  parallèle. 
En  résumé,  nos  constantes  arbitraires  seront  %^  fo?  4^0 9 

Poî  70  et  rt -,  les  valeurs  de  Ço  «t  de  (  -j-  J  s'ensuivront, «t 

seront  indépendantes  de  «. 
Venons  maintenant  à  la  question. 

Si  nouséliniinoBB  -j-  entre  les  équations  (i)  et  (!à) ,  il 

vient 

,  d^^  d^'       ^  ^       [Ar  — C/î(cos9  — cos9,)p 

dt^  dt^  ^  Asin^ô 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  positif  de 
sa  nature ,  le  second  membre  devra  rester  positif  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  aurons  donc  con- 
stamment 


k  —  Cii(cosO  —  cosÔoXv^A(/j  —  2w^Ç)sin'0, 
X  —C/i  (cosÔ  —  cosôo)^  —  v^A  (^  —  2/wg'Ç)  sin'ô, 

ou  encore ,  supposant  n  positif, 


cose  —  cos9o  > ^      ^     ç^ — ^^ -^ 


,    ^A-H-v^A(A— 2wg'Ç)sin^Ô 
cosÔ  —  cosGo  <C — ^ — r 

Or,  en  appliquant  les  équations  (i)  et  (2)  à  l'état  ini- 

12. 


i8o 
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liai,  après  y  avoir  remplacé  (formules  H)  s\n*6'^^-\-  — 

•         •  •    i^^J* 

par  p'H-^",    et    siii0-^  par  jc7smf -^  ^cosf ,   nous 

voyons  que  les  constantes  A  et  A  ne  dépendent  que  de  p^ , 

^0  5  6«  5  îo  ?  Ço  >  (  "3"  )  '  et,  par  conséquent,  ne  dépendent 

pas  de  n.  Il  en  résulte  que  les  numérateurs  des  seconds 
membres  de  nos  inégalités  conserveront  des  valeurs  finies, 
quelle  que  soit  la  vitesse  angulaire  n. 

Nommons  k'  la  valeur  numérique  de  A ,  p  le  plus  petit 
rayon  que  l'on  puisse  mener  du  centre  de  gravité  à  la 
surface  du  corps,  et  e  un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on 
voudra . 

Nous  serons  sûrs  que  la  valeur  numérique  de  Técart 
cos6  —  cosdo  restera  constamment  inférieure  à  e ,  si  nous 
prenons 


«> 


Ct 


sans  rien  changer  aux  autres  circonstances  de  l'état  initial. 

PuiSEUX,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  Xfll,  p.  249'  1848. 

4.  Déterminer  le  mou- 
i^ement  d'une  sphère  ho- 
mogène^ sur  un  plan  ho-- 
rizontal,  enayantégard 
au  frottement. 

Nous  allons  traiter  di- 
rectement ce  problème, 
au  lieu  d'en  ramener  la 
solution  à  l'intégration 
des  équations  générales 
d'Euler. 

Soient 

M  la  masse  de  la  sphère  ; 


DYNAMIQUE.  l8l 

p  le  rayon; 

fx  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  ; 

OX ,  OY  deux  axes  fixes  tracés  dans  le  plan ,  et  OZ 
une  verticale  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur  5 

p,  y  5  r  les  vitesses  angulaires  autour  de  parallèles  aux 
axes ,  menées  par  le  centre  5 

X ,  y  les  coordonnées  du  point  d'appui  5 

Uy  u  les  vitesses  du  centre  estimées  suivant  les  axes, 
dx    dy 

X,  Y  les  composantes  suivant  les  axes  de  la  force  accé- 
lératrice due  au  frottement. 

Le  mouvement  de  translation  du  centre  de  figure ,  qui 
est  aussi  le  centre  de  gravité,  est  régi  par  les  équations 

Les  équations  du  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre  s'obtiennent  en  exprimant  que  les  forces  appli-*- 
quées  font  équilibre  aux  forces  effectives ,  autour  du  cen- 
tre considéré  comme  un  point  fixe.  Si  l'on  observe  que 
le  rayon  de  gyration  de  la  sphère  autour  d'un  diamètre 

i/  ^  p ,  on  voit  que  les  équations  dont  il  s'agit  sont 


est 

les  suivantes 


11      dp  Z      dq  V         ^^ 

^^  dt  '      5^  dt  '      dt 

Substituons  ici  —  ?  ~  aux  forces  égales  X,  Y 5  puis  in- 
tégrons, en  marquant  les  valeurs  initiales  de  l'indice  o. 
n  vient 
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Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation 
assez  remarquable.  £n  effet ,  considérons  le  centre  d'oscil- 
lation ou  de  percussion  de  la  spbère  par  rapport  à  un  axe 
de  suspension  passant  au  point  d'appui.  Ce  centre  est 

situé  au-dessus  du  centre  de  figure  à  la  distance  •=  p.  Ses 

o 

vitesses  relatives  au  centre  de  figure,  dirigées  suivant  les 
axesOX^  OY,  sont 

et  sa  vitesse  vertieale  est  nulle.  Diaprés  ces  valeurs,  les 
équations^  (2)  peuvent  s'écrire 

Sous  cette  forme,  elles  nous  montrent  que  la  vitesse 
du  centre  et  la  vitesse  relatii^e  du  centre  de  percussion 
supérieur  ont  une  résultante  invariable  en  grandeur  et 
en  érection.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  nature  des 
forces  X,  T  ;  il  subsiste  donc  quand  on  a  égard  à  la  fois 
au  frottement  de  glissement  et  au  frottement  de  roule- 
ment. 

A  Tinstant  où  la  sphère  cesse  de  glisser,  on  a 

en  sorte  que ,  si  Fon  désigne  par  a  et  b  les  valeurs  de  u  et 
de  i^  correspondantes  à  ce  mouvement  rectiligne ,  on  a 

5  5 

a=:  -(«o4-Uo),       b=  -((.«H-Vo), 
7  7 

ou 


Si  le  frotlctûent  de  roulement  est  nul ,  la  sphère,  à 
partir  de  F ÎBstant  considéré)  roule  san&  glisser,  d'un  mou- 
vement rectiligne  et  uniforme ,  dont  la  vitesse  a  pour 
composantes  a  et  b.  Si  le  frottement  de  roulement  n'est 
point  nul,  la  sphère  prend  encore  un  fnouvement  recti- 
ligne, à  partir  de  l'instant  considéré-,  car  rien  ne  tend 
à  la  dévier  à  droite  ou  à  gauche  (^)  ;  mais  sa  vitesse  di- 
minue progressivement ,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  anéantie. 

Poursuivons  notre  problème ,  en  ne  tenant  compte  que 
du  frottement  de  glissement.  • 

La  force  motrice  est  dirigée  en  sens  contraire  du  glis- 
sement ;  par  suite ,  les  composantes  de  cette  fojrce ,  sui-r 
vaut  les  axes,  sont  proportionnelles  aux  composantes  de 
la  vitesse  de  glissement,  u  —  pq^  v  -f-  pp.  De  là  les  équa- 
tions 


X             (lu       u  —  og 

nii       ..-  —              '       ■ 

,,+.-(«~//o)-p7o          ^^_^^ 

uu       --  — 

5  ,           ,            ^  v^ù 

L'intégration  donne 

u  —  a 

X                          Uo  —  a 
—  const.  —              ■ 

f      ou 

Y                          l'o  —  b           . 

(  '  )  On  peut  dire  plus  généralement  que ,  si  la  sphère  ne  glisse  pas , 
et  que  son  centre  soit  sollicité  parallèlement  au  plan  par  des  forces 
quelconques,  le  frottement  ne  changera  pas  la  natuvede  la  courbe  dé-? 
crite.  En  effet,  les  composantes  de  la  force  qui  naft  de  ce  frottement  sont 

dg       dp                          d*'x           d^  y 
proportionnelles    a    —  j-  et  t^»  ou  bien  à j-j-  et jr- ;  par  con- 
séquent,   leur  addition  dans  les  équations  du   mouvement  du  centre 
de  gravité  produira  le  pième  efifetque  sir  Ton  augmentait  la  masse  sans  ac- 
croitre  les  forces  motrices  appliquées. 

Supposons,  comme  exemple,  que  la  sphère  soit  attirée  proportionnelle- 
ment  à  la  masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  vers  un  point 
fiie,  situé  à  une  hauteur  an-dessus  du  plan  égale  au  rayon  de  la  sphère. 
Dans  ce  cas ,  le  centre  de  la  sphère  décrira  uhe  conique,  dont  Tun  des 
foyer»  sera  le  point  fixe. 
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Ceci  ^lous  apprend  que  la  force  de  frottement  n'est  pas 
seulement  constante  en  intensité,  mais  encore  con- 
stante en  direction.  Il  en  résulte  que  la  sphère  décrit  une 
parabole  y  comme  un  projectile  pesant ,  tant  quelle  ne 
cesse  pas  de  glis^r  (  *  ) . 

Actuellement  il  nous  est  facile  d'obtenir  les  valeurs  des 
forces  X  et  Y ,  lesquelles ,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  sont  de 
sens  contraire  au  glissement.  Nous  trouvons 

X      ^      Y      ^  fiMg ^fxMg- 

en  posant,  pour  abréger, 

A  =  [(a  ~  U.Y  -h  (ô  -  .a)»f . 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  et  intégrant,  il 
vient 

(3)      u  —  Uo  =  itMg — 2;— V,     p  — (»o=fAM^— ^^V. 

Ces  expressions  des  vitesses,  substituées  dans  les  équa- 
tions (2},  nous  feraient  connaître  les  vitesses  angulaires 
p^  q^  r,  en  fonction  du  temps. 

dx     dY 
Remplaçons  m,  v  par  —  »  —  dans  les  intégrales  que 

nous  venons  d'obtenir,  et  intégrons  de  nouveau ,  en  sup- 
posant que  la  sphère  parte  de  l'origine.  Il  vient 

Ces  formules  achèvent  de  déterminer  le  mouvement  de 
translation;  par  l'élimination  de  ty  elles  nous  donnent 

(*)  Ce  théorème  est  de  J.-A.  Euler,  fils  du  célèbre  L.  Ëuler,  Mém.  de 
l'Àcad.  de  Berlin j  i-jbS,  p.  284  • 
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Téquation  de  la  trajectoire  , 

Cette  parabole  se  réduit  à  une  ligne  droite,  quand  iio,  ^n 
sont  proportionnels  à  a ,  &,  et  différents  de  ces  quantités. 
Ces  conditions  reviennent  à  celle-ci  : 

«•A-*"*'o^o=  o,     et     p/>o^ — f^o     ou     p^o^«o. 

La  première  exprime  qu'à  l'origine  du  mouvement  l'axe 
instantané  de  rotation  est  dans  un  plan  vertical  perpen- 
diculaire à  la  translation  5  les  dernières  expriment  qu'il 
y  a  glissement.  Dans  ces  conditions ,  la  sphère  se  meut 
en  ligne  droite,  d'un  mouvement  uniformément  retardé. 

Ceci  ne  s'applique  qu'à  l'état  de  glissement*,  or  cet  état 
cessera  dès  que  l'on  aura 

les  valeurs  de  u  et  de  f^  qui  satisfont  à  ces  relations  ont 
été  calculées ,  nous  les  avons  désignées  par  aet  b. 

Ces  dernières  valeurs,  substituées  dans  l'une  ou  l'autre 
des  équations  (3),  nous  font  connaître  l'époque  à  laquelle 

cessera  le  glissement , 

_      A 

Cette  valeur,  substituée  à  son  tour  dans  les  équa- 
tions (4)  )  nous  fait  connaître  le  point  où  ce  changement 
aura  lieu , 

fl  -f-  «0  ,                       ^  -+-  t'o    ^ 
Jî  =r A,      T  = A. 

A  partir  de  ce  point  le  mouvement  est  rectiligne  et 
uniforme^   car  X  et  Y  étant  devenus  nuls,  u  et  i'  ou 

-T-9  -j-  restent  constants  d'après  les  équations  (i). 


l86  MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 

La  droite  décrite  par  le  point  d'appui  est  représentée 
par  Féquation 

ouq  —  bu» 


y  =  -x. 


2a^Mg 


A. 


Il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  droite  est  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  où  cesse  le  glissement. 
Si  Ton  avait,  à  l'origine  du  mouvement, 

le  mouvement  serait  dès  le  principe  rectiligne  et  uni- 
forme. 

CoRiOLis,  Théorie  mathématique  des  effets  du  jeu  de  billard, 
chap.  I. 

5.  Détermi- 
ner le  mouve- 
ment de  la 
terre  autour 
de  son  centre 
de  grawté ,  en 
ayant     égard 

X-r-df"' ^^  aux  actions  du 

soleil  et  de  la 
lune,   et  né- 
gligeant     les 
excentricités 
des  orbites. 

Dans  le  calcul  du  mouvement  de  la  terre  autour  de  son 
centre  de  gravité,  on  peut,  sans  aucune  erreur  apprécia- 
ble, considérer  les  masses  du  soleil  et  de  la  lune  comme 
réunies  à  leurs  centres  de  gravité  respectifs  \  car  les  di- 
mensions de  ces  corps  sont  faibles  en  comparaison  de  leurs 
distances  à  la  terre  \  en  outre,  leur  figure  diffère  peu  de  la 
figure  sphérique,  et  Ton  sait  qu'une  sphère  homogène 
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attire  un  point  e:&tërîear,  comme  si  elle  était  tout  entière 
condensée  à  son  centre.  Nous  sommes  donc  conduits  à 
calculer  les  moments  de  F  attraction  (Vun  point  maté- 
riel fort  éloigné  y  autour  des  axes  principaux  d* inertie 
du  corps  attiré  relatifs  au  centre  de  gratuité. 

Dans  ce  calcul,  le  corps  attiré  pourra  être  un  corps 
quelconque  ;  mais ,  pour  nous  fixer,  nous  supposerons  de 
suite  qu'il  s'agisse  de  la  terre. 

Afin  de  nous  conformer  à  Tusage  des  astronomes,  nous 
regarderons  comme  positives  les  rotations  qui  s'eflPectuent 
de  droite  à  gauche. 

Soient 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  coordonnés,  dirigés  suivant  les 
axes  principaux  d'inertie  de  la  terre  autour  de  son  centre 
de  gravité; 

x\  j"',  z'  les  coordonnas  d'une  molécule  de  la  terre  ; 

dm^  la  masse  de  cette  molécule  -, 

or,  y,  z  les  coordonnées  d^un  point  matériel  très-éloi- 
gaé:  ce  sera,  par  exemple,  le  soleil  ^ 

ria  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  la  terre  ; 

t"^  la  distance  du  même  point  à  la  molécule  c&n'; 

m  le  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  constante 
qui  mesure  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de 
masse  à  l'unité  de  distance; 

X ,  Y,  Z  les  composantes  de  l'atlraction  de  ce  point  sur 
la  terre,  dirigées  suivant  les  axes  ; 

L,  M,  N  les  moments  de  cette  attraction  autour  des 
axes  OX,  OY,  OZ. 

Nous  avons  d'abord,  quelle  que  soit  la  forme  et  la 
constitution  de  la  terre , 

X  =  /;;  r  ^^  dm%       Y  =:  m  f  ^-~-  dm\ 
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les  intégrales  s'étendant  à  toutes  les  molécules  de  la  terre. 
Il  s'ensuit 

h  =  Zjr--Yz  =  mz  j  l^^dm' ^  my  j  -^^  dm\ 

/z'  r  ^' 

-j^  dm'  —  mz    j    -^  dm\ 

/x*  c  y' 

—j^  dm!  —  mx   I    ^dm*. 


Or 


[{    X  a^  X  y    '      z  z^'Y' 

\    r    r  r    r  ^  ^     \  , 

_  ^«  _  y»  _  z[»\  r 

si  nous  développons  le  radical  par  la  formule  du  binôme^ 
et  que  nous  négligions  dans  ce  développement  les  termes 
qui  contiennent  les  secondes  puissances  des  rapports  très- 

im  "w  Z  JE  V  Z 

petits  —  j  —  »  ->  vis-à-vis  des  rapports  -5-5  -•>  qui  sont 
j:  r       r     r  ^^  r     r      r     ^ 

comparables  à  l'unité ,  il  reste 

I           I     .    ^  xo:'  4-  jr'  H-  zz' 
-7;  =  -T  +  ^ 1 • 


Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  des  mo- 
ments L,  M,  N,  et  nommant  A,  B,  C  les  moments  d'i- 
nertie principaux  de  la  terre  autour  des  axes  OX ,  OY, 
OZ ,  il  vient 

3/w(C  — B) 

^  =  — —. —  y^y 

M  = ^— Izx, 

^       3m(B-A) 
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Actuellement  ayons  égard  à  ce  que  l'observation  et  la 
théorie  nous  apprennent  sur  la  constitution  de  la  terre. 
Le  centre  de  gravité  de  la  terre  étant  supposé  fixe,  le  mou- 
yement  de  la  sphère  céleste  nous  apprend  que  la  terre 
tourne  autour  d'un  axe  qui  parait  absolu&ent  fixe  dans  ce 
corps.  De  plus,  nous  savons  que  la  forme  de  la  terre  dif- 
fère peu  de  celle  d'une  sphère,  et  rien  ne  nous  porteà  croire 
que  la  densité  soit  fort  inégalement  répartie  autour  du  cen- 
tre. Nous  pouvons  donc  admettre  que  les  différences  des 
moments  d'inertie,  et,  par  suite,  les  moments  L,  M,  N 
sont  peu  considérables  vis-à-vis  de  la  masse  de  la  terre. 
Or,  si  l'axe  de  rotation  de  la  terre  était  réellement  fixe  dans 
ce  corps ,  et  les  moments  L^  M ,  N  tout  à  fait  nuls ,  l'axe 
de  rotation  serait  un  axe  principal  d'inertie,  selon  la  pro- 
priété caractéristique  dont  jouissent  ces  axes ,  d'être  axes 
permanents  de  rotation.  D'après  cela ,  l'erreur  commise, 
en  admettant  que  la  rotation  de  la  terre  s'effectue  autour 
d'un  axe  principal  d'inertie ,  sera  fort  petite.  Un  calcul 
approfondi  montre  que  cette  erreur  est  tout  à  fait  négli- 
geable. 

Les  mesures  géodésiques  nous  apprennent  que  la  figure 
de  la  terre  est  celle  d'un  solide  de  révolution  autour  de 
son  axe  de  rotation.  Ceci  et  plusieurs  autres  considéra- 
tions portent  à  croire  que  les  deux  axes  principaux  d'iner- 
tie relatifs  au  centre  de  gravité,  qui  sont  situés  dans  le 
plan  de  l'équateur,  ont  des  moments  égaux.  Nous  pren- 
drons le  plan  XOY  pour  celui  de  l'équateur,  et  nous  pose- 
rons 

B  =  A. 

L' aplatissement  de  la  terre  vers  les  pôles  nous  porte  k 
admettre  que  l'axe  OZ  est  l'axe  du  plus  grand  moment. 
Nous  supposerons  donc 

C>A. 
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Ainsi ,  nous  aurons 

Mettons  de  suite  ces  valeurs  sous  une  forme  qui  se 
prête  mieux  au  calcul  numérique. 

Soit  n  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  mouvement 
de  la  terre  autour  du  soleil.  D'après  les  formules  du  mou- 
vement elliptique  ,  la  force  accélératrice  qui  retient  la 
terre  dans  son  orbite  ,  rapportée  à  l'unité  de  distance, 
est  mesurée  par  le  produit  n^r^.  D'un  autre  côté,  cette 
même  force  a  pour  mesure  le  produit  de  la  somme  des 
masses  du  soleil  et  de  la  terre ,  par  l'attraction  de  l'unité 
de  masse  sur  Tunité  de  masse  à  l'unité  de  distance.  Si 
donc  nous  nommons  h  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre 
à  celle  du  soleil,  nous  aurons 


et,  par  suite, 

^  ^  (i-+-A)r'    ^    '  (H-A)r» 

Le  rapport  h  étant  fort  petit,  ^ »  au  plus,  nous  le 

négligerons  dans  le  présent  calcul.  Mais,  quand  il  s'a- 
gira de  la  lune,  il  faudra  rétablir  dans  fes  iKormules  le  rap' 
poit  analogue;  savoir,  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre 
à  celle  de  la  lune,  qui  est  égal  à  80. 

Dorénavant  nous  prendrons  l'axe  OX  constamment 
dirigé  vers  Féquinoxe  de  printemps,  et  Taxe  OY  dirigé 
du  côté  du  solstice  d'été.  Ces  deux  axes  ne  cesseront  pas 
d'être  axes  principaux  d'inertie  de  la  terre. 

Nous  déterminerons  le  mouvement  par  la  méthode  de  la 
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composition  des  couples.  Les  couples  L  et  M,  en  agissant 
pendant  Tinstant  dt^  communiquent  à  la  terre  deux  vi- 
tesses de  rotation  infiniment  petites ,  aiatour  des  axes  OX 
etOY*,  les  quantités  de  mouvement  qui  naissent  de  ces 
vitesses  de  rotation  ont  pour  moments ,  autour  des  mêmes 
axes,  les  produits  L  rfî  et  Mrf/,  car  les  moments  des  forces 
eflTectives  sont  égaux  aux  moments  des  forces  appliquées. 
Ainsi ,  les  quantités  de  mouvement  que  possède  la  terre 
à  la  fin  de  l'instant  dt^  considérées  comme  des  forces ,  et 
transportées  à  l'origine,  donnent  naissance  à  trois  cou- 
ples autour  des  trois  axes  OX,  OY,  OZ.  Les  deux  pre- 
miers ont  leurs  moments  égaux  k\jdt^M.dt\\e  troisième 
est  le  couple  des  quantités  de  mouvement  qui  animaient 
la  terre  au  commencement  de  l'instant  considéré.  Si 
l'on  représente  son  moment  par  G,  et  que  l'on  nomme 
p  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe, 
on  a 

G=:pC. 

Ces  trois  couples  se  composent  en  un  seul ,  dont  l'axe  se 
confond,  pour  nous ,  avec  l'axe  de  révolution  de  la  terre, 
dans  la  nouvelle  position  qu'il  occupe  à  la  fin  de  Tinstant 
dt.  On  sait,  en  effet,  que  trais  rotations  infiniment  petites, 
autour  de  trois -axes  rectangulaires,  se  réduisent  à  une  ro- 
tation autour  d'un  seul  axe  convenablement  déterminé. 
Si  Ton  convient  de  représenter  un  couple  par  une  droite 
dirigée  suivant  l'axe  et  proportionnelle  au  moment,  le 
couple  résultant  dont  il  s'agit  sera  représenté,  en  grandeur 
et  en  direction,  parla  diagonale  du  parallélipipède  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  OX ,  OY,  OZ  avec  des  lon- 
gueurs proportionnelles  à  L<afe,  M.dt^  G.  Les  deux  pre- 
mières arêtes  du  parallélipipède  étant  infiniment  petites 
en  comparaison  de  la  troisième,  la  diagonale  fera  un 
angle  infiniment  petit  avec  la  troisième  arête  et,  par 
suite ,  aura  même  longueur.  L'attraction  du  soleil  dévie 
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donc  l'axe  de  la  terre ,  à  chaque  instant,  sans  changer  la 
vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe  (  ^  ) . 

Étudions  isolément  les  mouvements  produits  par  cha- 
cun des  quatre  couples  moteurs ,  en  commençant  par  les 
couples  qui  proviennent  de  l'action  du  soleil. 

diction  du  soleil. 

Il  nous  faut  substituer  aux  coordonnées  rectangulaires 
du  soleil  la  distance  r,  la  longitude  a? ,  et  l'obliquité  B  de 
Téquateur  XOY  sur  Técliptique  XOE. 

Les  formules  de  transformations  sont  les  suivantes  : 

X  =  rcosffy     7-  =  rcosôsinç,     z  =  rsinÔ  sin^p. 
Elles  donnent 

L=:  3«'(C  —  A)sin6cos6sin^7, 
M  =  —  3/ï-  (C  —  A)  sin  0  siny  cos^. 


(  ^  )  La  théorie  des  forces  instantanées  rend  aussi  parfaitement  compte 
de  la  méthode  de  la  composition  des  couples.  En  effet ,  quand  des  forces 
instantanées  viennent  à  agir  sur  un  système  de  points  matériels  assujettis 
à  des  liaisons  quelconques,  si  Ton  conrîdère  les  quantités  de  mouvement 
comme  des  forces,  il  y  a  équilibre,  en  vertu  des  liaisons,  entre  les  quantités 
de  mouvement  que  possédait  le  système  avant  les  percussions ,  les  quan- 
tités de  mouvement  qui  seraient  communiquées  par  les  percussions  si 
tous  les  points  étaient  libres ,  et  les  quantités  de  mouvement  que  possède 
le  système  après  les  percussions ,  ces  dernières  quantités  étant  prises  en 
signe  contraire. 

Or  on  peut  toujours  remplacer  les  forces  continues  qui  agissent  pendant 
rinstant  dt,  par  des  percussions  appliquées  à  la  fin  de  cet  instant,  et  ca- 
pables de  produire  sur  chaque  point  du  système ,  supposé  libre ,  la  quan- 
tité de  mouvement  qui  lui  serait  communiquée  par  les  forces  continues 
pendant  l'instant  dt.  Par  là  on  n'a  plus  à  considérer  que  des  percussions; 
en  sorte  que  le  mouvement  communiqué  se  détermine,  d*après  le  théorème 
général  qu'on  vient  de  rappeler,  en  exprimant  que  les  quantités  de  mou- 
vement se  font  équilibre. 

Dans  notre  cas,  les  liaisons  réduisent  les  conditions  d'équilibre  à  celle- 
ci  ,  que  la  somme  des  moments  autour  de  chacun  des  trois  axes  soit 
nulle.  11  s'ensuit  que  les  moments ,  représentés  par  des  droites ,  se  com- 
posent suivant  la  loi  du  parallélogramme. 
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i*^.  Couple  L.  —  Composant  d'après  la  loi  du  pa- 
rallélogramme le  couple  \jdt  avec  le  couple  G,  on  ob- 
tient un  nouveau  couple,  dont  Taxe  OG'  représente  la 
position  que  prendrait  Taxe  terrestre  à  la  fin  de  l'in- 
stant dtj  si  le  couple  hdl  agissait  seul.  Ainsi,  par  Feffet 
du  couple  Ltdt^  Taxe  terrestre  ou  la  perpendiculaire  à 
Téquateur  tourne  d'un  angle  infiniment  petit  dit  autour 
du  rayon  OY  de  l'équateur.  Ce  rayon  étant  perpendi- 
culaire à  l'intersection  de  l'équateur  et  de  l'écliptique , 
il  s'ensuit  que  la  rotation  dit  a  pour  unique  effet  de  dé- 
placer l'intersection  de  l'équateur  sur  l'écliptique,  sans 
changer  Tangle  des  deux  plans 

Soit  d^  Tangle  XOX'  dont  la  ligne  des  équinoxes  a  ré- 
trogradé dans  le  plan  de  l'écliptique.  Cet  angle  est  le  même 
que  l'angle  décrit  par  la  projection  de  l'axe  terrestre  sur 
l'écliptique,  car  celte  projection  est  constamment  perpen- 
diculaire à  la  ligne  des  équinoxes.  Nous  avons  donc 

^       sinO' 
iet  d'ailleurs 

^        Ldt       3/2^(C~A)   .    ^        «   .   ,    j 

sindxt    ou     a\j  r=  -— -  r= i— sm  B  cosô  sm'  fdt, 

G  pC 

Prenons  l'origine  du  temps  à  l'équinoxe  de  printemps 
pour  une  année  déterminée,  et  nommons  ^j^  l'angle  dont 
la  ligne  des  équinoxes  a  rétrogradé  sur  le  plan  de  l'éclip- 
tique depuis  l'origine  du  temps.  Alors,  négligeant  l'ex- 
centricité de  l'orbite  terrestre ,  nous  avons 

y  =r  /If  -h  ^j; . 

Mais,  dans  la  valeur  de  d^y  nous  pouvons  négliger 
l'angle  ^j;  au  même  titre  que  nous  négligeons  les  déplace- 
ments produits  par  les  autres  couples  moteurs.  Par 
conséquent, 


II. 


d^  =  . \—- i  co$9  sm'  ntdt. 

pC 
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En  outre,  robservadon  fait  voir  que  Tobliquité  de  Té- 
quateur  sur  Técliptique  reste  à  peu  près  constante,  car 
elle  ne  s'écarte  pas  de  sa  valeur  moyenne  de  plus  de  lo''. 
Nous  pouvons  donc,  dans  l'équation  précédente,  supposer 
à  dune  valeur  constante  6',  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  de  cet  angle.  D'après  cela , 
il  vient,  en  intégrant  et  remplaçant  ensuite  nt  par  f , 


_3ff'(C  — A)cose 
*"'2  pC 


//      si^y 


Cet  angle  ^  mesure  la  précession  des  équinoxes  due  à 
Taction  du  soleil.  La  valeur  moyenne  de  cet  angle  croît 
proportionnellement  au  temps.  Or  l'observation  apprend 
que  la  ligné  des  nœuds  emploie  environ  26000  ans  pour 
accomplir  une   révolution  entière  5   donc   le  coefficient 

Q A  . 

— - —  est  fort  petit.  Il  en  résulte  que  le  terme  qui  con- 

tient  le  facteur  périodique ne  peut  jamais  acquérir 

une  valeur  bien  sensible.  Aussi  nous  bornerons  notre 
formule  à  la  précession  moyenne  y 

•     ,  ,        3/»»(C  — A)cos&' 

2^.  Couple  M.  —  Composant  le  couple  Mdt  avec  le 
couple  G,  on  obtient  un  nouveau  couple,  dont  l'axe 
OG"  représente  la  position  que  prendrait  l'axe  terrestre 
à  la  fin  de  l'instant  dt^  si  le  couple  Mdt  agissait  seul. 
Ou  voit  que  l'effet  de  ce  couple  se  réduit  à  faire  varier 
l'obliquité  de  l'équateur  sur  l'écliptique  d'un  angle 

GOG"  =2  d^z=  —  =  —  3/?'(C--  A)sinesin2/?f  ^^ 
G  2pC 

11  vient ,  en  intégrant  avec  la  même  approximation  que 
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dans  le  calcul  précédent, 

^        3  /i(C  — A)    .    ^, 

ô  =  7-  — ^ — sm  ô  cos  2  «p  -h  const . 

4       pc 

La  variation  de  Tangle  0,  donnée  par  cette  formule^ 
mesure  la  nutation  de  Taxe  terrestre  duc  à  l'action  du 
soleil.    Cette   nutation  périodique    est  peu   sensible,  à 

cause  du  très-petit  facteur  — - — •  Ainsi ,  Vaxe  de  la  ro- 

tation  de  la  terre  resterait  à  peu  près  fixe  dans  Ves- 
pace,  si  le  soleil  agissait  seul. 

diction  de  ta  lutte. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  lune.  Conservons  auV 
lettres  la  même  signification,  mais  marquons  de  l'indice  i 
celles  qui  se  rapportent  à  la  lune  ;  de  plus ,  nommons  i 
rioclinaison  de  l'orbite  lunaire  sur  Técliptique,  et  X  la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  lune. 

Nous  avons  )  d'après  les  formules  (i)^ 

^1 5  Ji  9  Zi  étant  les  coordonnées  de  la  lune  par  rapport 

auxaxesOX,OY,  QZ. 

wt^  11  nous  faut  exprimer  ces 

//        y      coordonnées  en  fonction  de 

p---_  --^^...^^^i...      j^   longitude    de    la    lune. 

j        ^^^-^/^ ^^-^  Pour    cela  ^    figurons    une 

I  ^J^^^i^^"^^^  sphère  décrite  du  centre  de 

*  ^  gravité  de  la  terre  comme 

centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité;  et  marquons  sur 
cette  sphère  la  trace  m^  du  rayon  vecteur  de  la  lune , 
Téquateur  XY,  Técliptique  XN  et  l'orbite  lunaire  Nm,* 
L'arc  XN  sera  la  longitude  du  nœud  ^  et  la  somme  des 

i3. 
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deux  arcs  XN,    Nwi,  non  situés  dans  un  même  plan, 
sera  la  longitude  de  la  lune ,  ou  ^1 . 

Nous  chercbons  les  valeurs  des  coordonnées,  en  vue 

T  1L| 

de  les  substituer  dans  les   expressions  de  ~  et  de  -r^» 

G  G 

Q  A 

lesquelles  contiennent  le  facteur  très-petit  — Il  est 

donc    inutile   de  calculer  ces  valeurs  fort  exactement. 
Aussi  nous  négligerons  dans  ce  calcul  le  carré  del'angle  /, 

angle  dont  la  valeur  est  à  peu  près  5*^  y'  ou  —  du  rayon. 

Soient  x\  ,  jr\  ,  z\  les  coordonnées  de  la  lune,  prises 
par  rapport  à  trois  axes  dont  Torigine  est  au  centre  de 
gravité  de  la  terre ,  et  qui  sont  dirigés ,  le  premier  sui- 
vant la  direction  OX  de  Téquinoxe  de  printemps ,  le  se- 
cond suivant  une  perpendiculaire  située  dans  le  plan  de 
TécHptique,  et  le  troisième  suivant  une  perpendiculaire 
à  l'écliptique. 

Nous  avons  d'abord 

x\  =  7-,  eo9  y, ,      x',  =  r,  sin  f , ,     z\  =  r,  i  sin  ((p,  — -  X)  ; 

puis,  par  les  formules  de  transformation  des  coordonnées 
en  géométrie  plane , 

Xi  =  x\  =  r,  ces  <p, , 

y^  =  y,  ces  0  —  z\  sin  0  m  /',  [sin  (jp,  ces  0  —  /  sin  (  <p,  —  X)  sin  0], 

Zi  =:  x\  sin  0  H-  2,  ces  0  =  /-,  [sin  «p,  sin  0  -f-  /  sin  (y,  —  X)  cos  0]. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  Li  et 
de  Ml,  et  négligeant  toujours  2',  il  vient 

_  3/^t(C  — A)  r      sin  0  cos  0  sin'  çi  1 

'  ""      (i-h^i)      L~T" '(<'os'®  —  sin'0)  sin<p,  sin  (9>,  —  X)  J' 

3/f^(C  —  ^)  r       sin 0  sin (p,  cos (f,  H 

^  *  ~  (14-^1)      L'+' '  cosôcos^i  sin(<p,  —  a)J 
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I**.  Couple  Lii  —  Si  Ton  nomme  ^  l'angle  dont  ré- 
trograde la  ligne  des  équinoxes  {)endaiit  le  temps  t ,  en 
vertu  de  Faction  du  couple  L, ,  on  a  Véquation 


d^  = 


G  sin  9 


où  l'on  doit  remplacer  Li  par  la  valeur  précédente,  et  G 
par  sa  valeur  pC. 

Dans  l'intégration  qui  doit  nous  fournir  Tangle  ^^ 
nous  pourrons  regarder  comme  constants ,  non-seulement 
l'angle  0,  mais  aussi  l'angle/;  car  l'inclinaison  de  l'or- 
bite lunaire  sur  l'écliptique  reste  à  peu  près  constante. 
Nous  pourrons  encore  remplacer  la  longitude  ç,  par 
Wj^-l-const.  Quanta  la  longitude   du  nœud,  X,  nous 

savons  qu'elle  diminue  d'une  circonférence  en  i8  ans  ^ 

environ,  d'un  mouvement  à  peu  près  uniforme^  en  sorte 
que,  en  nommant  — a  la  vitesse  angulaire  moyenne  du 
nœud,  nous  pourrons  remplacer  \  par  —  ai-f-const.  5  et  il 
importe  d'observer  que  a  sera  beaucoup  plus  petit  que  «j. 

Ceci  posé,  il  suffit  de  remplacer  les  produits  de  sinus 
parles  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs, 
et  l'inlégralion  se  fera  immédiatement.  Mais,  parmi  les 
termes  périodiques  de  la  différentielle,  nous  conserve-r 
rons  seulement  le  terme  indépendant  de  <fx\  car  l'inté- 
grale des  autres  termes  aura  en  diviseur  le  nombre  n^ , 
tandis  que  l'intégrale  de  celui-ci  aura  en  diviseur  le 
nombre  a,  lequel  est  beaucoup  plus  petit  que  nj. 

La  différentielle  d^  se  réduit  donc  à  la  valeur  suivante 

d'^=~  /  ^     ,  .     /     cosÔ'h r-7;7-cos(— af-f-const.)  \dl. 


On  eii  tire 


3)         -L  =  -  -J-i—-— i    cosô'./ r—r  smX). 


3w     C  — A    /       ,,  /COS20' 

2  (i  -h  /fijpC  \  asmO' 
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2**.  Couple  Mi.  — Si  l'on  nomme  ^20  la  variation  de 
l'obliquité  de  Téquateur,  due  à  raction  du  couple  M^ , 
pendant  l'instant  i/t,  on  a, 

En  opérant  comme  pour  le  calcul  de  ^,  la  différentielle  dd 
se  réduit  à  la  valeur  suivante  : 

dO  =  -  -~ t^t-t; — sin(— a^-hconst.). 

Quand  on  détermine  convenablezpent  la  constantç  0\ 
l'intégrale  est 

(4  ô=ô'H ';    ,  .  /  ^ —  cos>. 

Réunissant  toutes  les  parties  obtenues,  (2),  (3),  (4)) 
on  a  la  représentation  complète  du  mouvement  de  Tai^e 
terrestre,  par  les  formules 

(5)  +=  (c4-c,)f~--j--^sinX, 

(6)  ô  =  ô'-f- acosX, 

où  Ton  a  posé 

3C— ,A  «'cosô'  3  C  —  A   /ïîcosd' 

f^^ ^,         c,  = — ■ --— , 

2      G  p  2       C      (i-h/*,)p 

3C  — A/IÎICOS2Ô'  3  G  — A  w?/cosÔ' 

2       C,       (i-h^i)pa  2       G       (i-hA,)pa 

Représentation  géométrique ,  -r-  Ces  formules  (5)  et  (6) 
sont  semblables  à  celles  que  nous  avons  discutées  au 
problème  1,  page  172,  si  ce  n'est  que  les  coefficients  des 
termes  périodiques  de  ^  et  de  0  ne  sont  pas  égaux  dans  le 
problème  actuel.  Elles  sont  susceptibles  d'une  représen-^ 
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tation  géométrique  toute  semblable ,  qui  se  reconnaît  de 
la  même  manière. 

Imaginons  un  axe  mené  par  le  centre  de  gravité  de  la 
terre,  et  dont  le  mouvement  soit  défini  par  les  valeurs 

Cet  axe  coïncidera  périodiquement  avec  Taxe  de  rota- 
tion de  la  terre  ;  c'est  pourquoi  nous  le  nommerons  axe 
moyen. 

Décrivons  une  sphère  autour  du  centre  de  gravité  de  la 
terre  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  ;  et  con- 
sidérons les  intersections  de  cette  surface  par  l'axe  vrai 
et  par  Taxe  moyen ,  intersections  que  nous  nommerons 
pâle  vrai  et  pôle  moyen. 

Le  pôle  moyen  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un 
petit  cercle  de  la  sphère ,  dont  le  rayon  sphérique  est  0  ', 
et  dont  le  centre  est  le  point  qui  marque  sur  la  sphère  le 
p61e  de  l'écliptique.  Ce  mouvement  de  rotation  est  de 
sens  contraire  à  celui  de  la  rotation  de  la  terre  autour  de 
son  axe. 

Pendant  ce  mouvement,  le  pôle  vrai  tourne  autour 
du  pôle  moyen  dans  le  même  sens  que  le  pôle  moyen 
autour  du  pôle  de  l'écliptique.  Si  l'on  considère  le 
pôle  moyen  comme  fixe,  on  voit  le  pôle  vrai  décrire 
autour  de  ce  point,  comme  centre,  une  très-petite  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  a  et  è,  le  premier  de  ces  axes 
étant  dirigé  vers  le  pôle  de  l'écliptique.  En  effet,  une  el- 
lipse dont  les  demi -axes  sont  a  et  b  peut  se  représenter,, 
soit  par  l'équation 

soit  par  les  deux  équations  simultanées 

Ç  =  fli  cos> ,     rj  r=  ^  sini^  y 
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OÙ  X  désigne  l'angle  connu  sous  le  nom  à! anomalie  ex- 
centrique àa  point  (Ç,  m).  Cet  angle  croît  ici  d  un  mou- 
vement uniforme. 

Le  rapport  des  axes  de  cette  petite  ellipse  est 

b ces  2  6' 

a  ~"    cps  6'  ' 

comme  0^  est  un  angle  aigu,  il  s'ensuit  que  a  est  plus 
grand  que  b ,  en  sorte  que  Taxe  dirigé  vers  le  pôle  de 
l'écliptique  est  le  plus  grand  des  deux* 

Le  pôle  moyen  accomplit  sa  révolution  dans  le  temps 

9  et  le  pôle  vrai  parcourt  sa  petite  ellipse  dans  le 

même  temps  que  le  nœud  de  l'orbite  lunaire  fait  le  tour 

o 

de  l'écliptique,  c'est-à-dire  en  i8  ans  -  environ. 

o 

Calcul  numérique.  —  Dans  ce  calcul,  l'unité  de  lon- 
gueur sera  la  seconde  d'arc ,  et  l'unité  de  temps  sera  Tan- 
née julienne  composée  de  365,25  jours  solaires  moyens. 
Nous  pourrons  confondre  cette  année  avec  Tannée  sidé- 
rale, dont  elle  diffère  très-peu;  par  suite,  nous  aurons 

n  =  nombre  de  secondes  en  36o"  =  1296000". 

Les  autres  données,  fournies  par  l'observation,  sont, 
pour  Tépoque  actuelle , 

/i, 365,25       n 6793,4       n 86164 

n       27,321'     a  ~~  365,25'     p  "~  86400  X  365,25 

ô'  =  23«  27'  3o%     /  =  18528",    — !-r-  =  ^. 
'        '  '     1  +  /^,       81 

Il  faut  encore  connaître  le  rapport  des  moments  d'iner- 

Q A         . 

tie,  — - — •,  mais  notre  ignorance  sur  la  répartition  de  la 

^çi^sit^  dans  l'intérieur  de  la  terre  ne  nous  permet  que 


Ji 
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des  conjectures.  D'après  une  hypothèse  (*),  imaginée  par 
Legendre  et  discutée  par  Laplace  dans  la  Mécanique 
céleste  (livre  XI,  §1  et  6) ,  qui  s'accorde  assez  bien  avec 
la  plupart  des  phénomènes  observés ,  on  trouve 

— ~ —  =  o,  008255. 

Cl 

Nous  admettrons  cette  valeur. 

Substituant  ces  nombres  dans  les  formules  obtenues , 
il  vient  d'abord   . 

h        COS2Ô'  ,  ,^ 

a        cosô'  "^^ 

quel  que  soit  le  rapport  des  moments  d'inertie  \  tandis 

que  l'observation  donne  -  =  0,^462.    L'erreur   relative 

1 

est  7: — • 
5oo 

Nous  trouvons  ensuite 

c  =  1 5'^,8,  pour  la  précession  solaire  annuelle , 
c,=  34'S99  pour  la  précession  lunaire  annuelle, 
c  -f-  c,  =  5o'%7,  pour  la  précession  annuelle  totale; 

tandis  que  la  précession  annuelle  observée  est  5o'^,  2. 
Il  vient  enfin 

a  =  9^3o  5 

tandis  que  la  valeur  observée  est  9 '',65, 

On  sait  que  la  théorie  des  couples  a  été  imaginée  par 
M.  Poinsot.  Elle  constitue  une  partie  importante  de  l'ad-^ 
mirable  Traité  de  Statique  publié  par  cet  auteur.  L'ap- 


(  '  )  Cette  hypothèse  consiste  à  regarder  la  terre  comme  une  masse  fluide 
et  tellement  compressible,  que  l'accroissement  de  pression  nécessaire  pour 
produire  un  accroissement  donné  de  la  densité  soit  proportionnel  à  Is^ 
densité  elle-même. 
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plication  de  la  mélhode  à  la  détermination  du  mouve- 
ment de  la  terre  autour  de  son  centre  est  également  due 
à  rîllustre  géomètre  (*). 

Corollaire.  —  Nous  pouvons,  en  suivant  une  marche 
inverse,  nous  servir  des  mêmes  formules  pour  calculer  le 

rapport  des  moments  d'inertie  de  la  terre, — - — ?  et  aussi 

Vi 

le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à  celle  de  la  lune ,  qui 
est  encore  assez  incertain.  Il  nous  suffit  dVgaler  les  ex- 
pressions de  c  -f-Ci  et  de  a  aux  valeurs  observées  ^o"^%  et 
9'^65  ,  puis  de  résoudre  les  deux  équations  obtenues  par 

rapport  aux  quantités  — - —  et  A,.  Nous  trouvons  ainsi 

——-  =  -  î^  -r,     ^  -  T  ^-^—  )  =  0,002857, 

L  3  /î  cosô'  \     n  in]  * 

.         n\  (i  5o",2         \  ^,      ^ 

Cette  valeur  du  rapport  des  masses  est  sans  doute  trop 
faible,  bien  qu'elle  se  déduise  de  formules  assez  exactes. 
Il  faut  en  conclure  que  la  précession  et  la  nutation  ne 
fournissent  pas  aux  astronomes  un  bon  moyen  pour  dé- 
terminer la  masse  de  la  lune ,  en  ce  sens  qu'une  petite 
erreur  dans  la  précession  ou  la  nutation  produit  une 
(erreur  considérable  dans  le  rapport  des  masses. 

6.  Considérons  Vorbite  de  la  lune  comme  un  anneau 
circulaire  très-^mince  y  et  partout  d* égale  épaisseur,  ani- 
mé d'Aimé  vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  de  fi- 
gure, égale  au  moyen  mouvement  de  la  lune;  et  cher- 
chons quel  déplacement  du  plan  de  Vorbite  produirait 
r  attraction  du  soleil,  dans  cette  hypothèse. 


(')  Voir  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  (Journal  de  M.  Liou- 
yille,  t.  XVIII,  p.  41;  i853). 
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La  distance  moyenne  de  la  lune  à  la  terre  étant  à  peu 
près  la  4oo^  partie  de  celle  du  soleil ,  nous  pouvons  appli- 
qaer  à  l'anneau  fictif  les  formules  établies  pour  le  mouve- 
ment de  la  terre  dans  l<e  problème  précédent;  car  œs  for- 
mules supposent  seulement  que  le  coi|>s  est  de  révolution, 
et  de  dimensions  petites  relativement  à  la  distance  du  so- 
leil. Le  plan  de  Tanneau  nous  représentera  le  plan  de 
Téquateur,  son  axe  de  rotation  nous  représentera  la  ligne 
des  pôles,  etc. 

D'après  cela ,  transportant  à  cet  anneau  la  notation 
employée  pour  la  terre  au  problème  cité,  nous  avons 

3«'(C  — A)       ^f  ,, 

^^  = i — i  cosO{i  —  cos2y)af , 

</e  rr: î^— ^  SÏH  ô  SlR  2 (p  (//, 

\ 

Ici  le  rapport  — - —  est  égal  à  -»   et  Fangle  6  reste 

toujours  assez  petit,  5^9'  environ.  Il  vient  donc,  en  né^ 
gligeant  le  carré  de  Tangle  Q , 

3«^  , 

4p 

3/2* 

e/9  = -z —  6  sin2«p^^. 

4p 

Dans  ces  formules,  n  est  le  mouvement  moyen  du  so- 
leil, p  le  mouvement  moyen  de  la  lune  dans  son  orbite,  3 
l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  lunaire,  — (p  la  longitude 
du  nœud  de  la  lune,  f  la  différence  entre  la  longitude 
moyenne  du  soleil  et  la  longitude  du  nœud  de  la  lune. 
Elles  coïncident  exactement  avec  les  équations  auxquelles 
on  parvient,  quand  on  cherche  à  déterminer  le  mouve^. 
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méat  du  plan  de  Torbite  de  la  lune ,  par  la  méthode  com- 
mune de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (^). 

Si  Ton  n^Iige  les  termes  périodiques ,  pour  ne  consi-r 
dérer  que  le  mouvement  moyen ,  on  voit  que  l'inclinaison 
reste  constante ,  et  que  le  nœud  rétrograde  d'un  mouve- 
ment uniforme,  avec  la  vitesse  -7-- 

4p 

Newton  a  traité  cette  question  dans  le  lÀv*re  des  Prin- 
cipes (lib.  I,  prop.  66).  L'anneau  qu'il  considère  est 
la  portion  du  globe  terrestre  qui  forme  le  renflement 
équatorial.  Il  avait  en  vue  de  calculer  la  précession  des 
équittoxes  \  mais  il  se  trompa  dans  le  passage  du  cas  d'un 
anneau  libre,  au  cas  réel  d'un  anneau  qui  est  lié  avec  le 
noyau  sphérique  de  la  terre ,  et  Tentraîne  dans  son  mou-^ 
vement.  Laplace  a  corrigé  le  calcul  de  New^ton ,  dans  la 
Mécanique  céleste  (liv.  XIV,  §  1), 

7.  Supposons  un  corps  retenu  par  un  point  fixe,  qui 
ne  soit  sollicité  par  aucun  couple  accélérateur.  Ce  sera, 
si  ton  veut,  un  corps  pesant  retenu  par  son  centre  de 
grauité. 

Nommons  G  le  moment  du  couple  résultant  de  toutes 
les  quantités  de  mouvement  5 

h  la  distance  du  centre  fixe  au  plan  qui  touche  l'ellip- 
soïde central,  relatif  à  ce  centre,  sur  l'axe  instantané 
de  rotation  ^ 

Xi,  j^i,  Zi  les  coordonnées  du  point  de  contact  par  rap-- 
port  aux  axes  principaux  d'inertie  du  corps  ] 

k  le  rapport  constant  de  Jt:i,^i,  z^   à  p^  q^  r^, 

i,  /x,  V  les  angles  que  forment  les  axes  principaux  d'i- 
nertie sur  l'axe  fixe  du  couple  G. 

Le  couple  G  est  constant  en  grandeur  et  en  direction , 


('  )  Cette  remarque  se  trouve  dans  une  thèse  présentée  récemment  à  la 
Faculté  de  Paris,  par  M.  Charles  Simon, 
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d'après  le  principe  des  aires  •,  la  distance  h  reste  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  car  elle  est  égale 
au  quotient  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  forces 
vives  par  le  moment  G^  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
central  sur  Taxe  instantané  coïncide  avec  le  plan  du 
couple  G.  Ce  sont  là  des  propositions  démontrées  dans 
tous  les  Traités  de  mécanique  postérieurs  aux  travaux  de 
M.  Poinsot. 
De  plus ,  on  a  les  équations 

kx\  -hBjî  -hCz;  =  i, 


{k^x\ 

-f-B'rî  -^Oz\) 

2    

h, 

h}p^ 

H-B'7^-hC'r'=: 

G% 

cosX 

COSfZ          COSV 

~G 

B^          Cr 

doù 

l'on  tire 

cos> 

__  COSfl  COSV  _ 

=  h. 

Bji         Cz, 

De  ces  relations  on  déduira  sans  peine  plusieurs  pro- 
priétés du  mouvement  des  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  fixe  : 

1**.  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  som- 
mets de  V ellipsoïde  central  à  V axe  fixe  du  couple  résul- 
tant des  quantités  de  moui^ement ,  est  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,   ' 

a**.  La  somme  des  moments  d'inertie  principaux,  res- 
pectii^ement  multipliés  par  lès  carrés  des  distances  va- 
riables des  sommets  de  V ellipsoïde  central  à  V axe  fixe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  moui^ementy  est 
constante  pendant  toute  la  durée  du  mous^ement, 

3°.  Si  Von  nomme  pa^  pb^  pe  les  longueurs  interceptées 
sur  les  axes  principaux  de  V  ellipsoïde  central  par  le 
centre  fixe  et  par  le  plan  tangent  à  V ellipsoïde  sur  l'axe 
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instantané  de  rotation,  on  a  les  relations 

4^.  Siy  à  partir  du  centre  fixe,  on  porte  sur  les  axes  prin- 
cipaux d^ inertie  du  corps  trois  lignes  égales  entre  elles 
et  d'une  longueur  quelconque  "R,  la  somme  des  aires  dé- 
crites par  leurs  trois  projections  sur  le  plan  fixe  du  couple 
résultant  des  quantités  de  moui^ement,  sera  proportion- 
nelle au  temps ,  et  elle  aura  pour  valeur  le  produit  de 

aR'i  par  la  vitesse  de  rotation  j-  autour  de  l'axe  fixe 
du  couple. 

5**.  Si  Ton  porte  sur  les  mêmes  axes  principaux  trois 
lignes  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  trois 
moments  d'inertie  relatifs  à  ces  axes,  la  somme  des  trois 
aires  décrites  par  leurs  projections  sur  le  plan  du  couple 
sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

En  s'appuyant  sur  cette  propriété  de  l'ellipsoïde,  que  le 
volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  démina- 
mètres  conjugués  est  constant,  on  démontrera  que  fellip^ 
solde  central  est  perpétuellement  coupé  par  le  plan 
diamétral  conjugué  à  l'axe  instantané  de  rotation,  sui-^ 
vant  une  ellipse  dont  l'aire  est  constante,  bien  que  la 
forme  varie. 

P01NSOT9   Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps  ^ 
part,  in,  chap.  m ,  n°»  47*55  et  67 

8.  Considérant  toujours  le  même  corps,  imaginons ^ 
autour  du  point  fixe  comme  centre .^  un  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  dirigés  suivant  les  axes  principaux  d'i* 
nertie  du  corps,  et  aient  pour  longueurs  les  doubles  des 
racines  carrées  des  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  axes. 
Pendant  toute  la  durée  du  mom^ement,  la  surface  de 


cet  ellipsoïde  intercepte  la  même  longueur  j  sur  l'axe 

fixe  du  couple  résultant  des  quantités  de  moui^ement 
mené  du  centre  y  en  sorte  que  cet  axe  fixe  trace  sur  la 
surface  de  V ellipsoïde  la  courbe  qui  résulterait  de  l'in- 
tersection de  cette  surface  par  une  sphère  concentrique 

de  rayon  égal  à  -•  Démontrer  directement  ce  théorème. 

Dans  le  langage  de  la  géométrie  nouvelle,  rellipsoïde 
que  nous  considérons  ici  est  la  figure  polaire  réciproque 
de  Tellipsoïde  central ,  par  rapport  à  une  sphère  concen- 
trique dont  le  rayon  est  égal  à  Funité.  D'après  le  principe 
de  dualité  en  géométrie,  établi  par  M.  Chasles,  dans  son 
Aperçu  historique,  à  une propriétéde Tellipsoïde central 
concernant  des  points,  des  droites  et  des  plans,  répond 
une  propriété  semblable  du  second  ellipsoïde  concernant 
des  plans,  des  droites  et  des  points.  La  propriété  qui  fait 
Tobjet  du  théorème  actuel  répond  à  celle  propriété  de  l'el- 
lipsoïde central,  découverte  par  M.  Poinsoi  :  le  plan  tan- 
gent à  Tellipsoïde  central ,  et  perpendiculaire  à  Taite  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement ,  coupe  cet 
axe  à  une  même  dislance  du  centre,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Ce  nouvel  ellipsoïde  a  été  consi- 
déré pour  la  première  fois  par  Mac-Cullagh. 
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CHAPITRE  X. 

MOUVEMENTS  RELATIFS.   CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


La  détermination  du  mouvement  d^un  système  de 
points  matériels^  relativement  à  des  axes  mobiles  suivant 
une  loi  donnée ,  exige  un  changement  de  variables ,  soit 
après  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  ré- 
gissent le  mouvement  absolu,  soit  avant  cette  intégration. 
Cette  seconde  marche  est  généralement  préférable^  nous 
Tétudierons  seule. 

Pour  substituer  de  nouvelles  variables  aux  coordonnées 
rectangulaires  x^  y  ^  z^  dans  Téquation  générale  de  la 
dynamique , 

2[(»i'-x)*,+  (™5-Y),,.(„g-z).,]=., 

il  semble  au  premier  abord  qu'il  faut  calculer  séparé- 

ment  les  expressions  des  quantités  —  >  --^>  ...,^x,  cîy..., 

en  fonction  des  nouvelles  variables,  puis  substituer  les 
valeurs  obtenues  ;  mais  le  calcul  ainsi  fait  serait  parfois 
fort  pénible.  On  l'abrégera  beaucoup  en  se  servant  d'un 
théorème  de  Lagrange  (*) ,  d'après  lequel  toute  la  partie 
pénible  de  la  transformation  se  réduit  à  trouver  l'expres- 
sion de  la  demi-somme  des  forces  vives  de  tout  le  système^ 
en  fonction  des  variables  nouvelles.  Quoique  ce  théorème 
ne  soit  nullement  nécessaire  pour  la  théorie  des  mouve- 


(')  Mécanitfue  analj'ii^uc,  seconde  partit,  sect;  4- 
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ments  relatif,  ni  même  pour  la  résolution  d'aucun  pro- 
blème de  mécanique ,  nous  le  rapporterons  ici ,  à  raison 
'de  sa  commodité  pratique  dans  un  grand  nombre  de  ques- 
tions, et,  comme  application,  nous  en  déduirons  les  équa- 
tions générales  du  mouvement  relatif  en  coordonnées 
rectangulaires. 

Formule  de  Lagrange.  —  Soient  a,  |3 ,  etc. ,  les  nou- 
velles variables ,  que  nous  supposons  liées  aux  coordon- 
nées rectangulaires  x,  j",  z ,  etc.,  par  des  équations  finies 
quelconques,  pouvant  contenir  le  temps  explicitement; 
ces  nouvelles  variables  peuvent  d'ailleurs  être  en  nombre 
différent  de  celui  des  coordonnées  a? ,  y ,  z ,  etc.    . 

Posons ,  d'après  Lagrange, 

et 

T  =  j2iii(.r'».f.y'H-»''), 

en  sorte  que  T  soit  la  demi-somme  des  forces  vives  de 
tout  le  système. 

L'équation  générale  de  la  dynamique  pourra  s'écrire 

Le  théorème  de  Lagrange  consiste  en  ce  que  la  quan- 
tité 

IL  4 
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s'exprime  d'une  manière  simple  à  l'aide  des  dérivée»  de 
la  fonction  T. 

Pour  le  démontrer,  observons  d'abord  que,  les  signes  d 
et  â  pouvant  être  intervertis,  on  a 

fit  '         di  /  »  ••    » 

d'où  il  résulte 

VI      /dx"  ^         dy  ^  dzW 

~^m  (x'Sx^  -h  y 9/  4-  z'^z'). 

Il  reste  à  transformer  les  deux  sommes  qui  figurent  au 
second  membre. 

Pour  cela ,  on  imagine  que,  à  l'aide  des  équations  qui 
lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  et  au  temps, 
on  ait  exprimé  a:,  j^,  2,...  en  f,  a,  /S,...^  elod^y'^  -s'vj  T 
en  {,  a,  (3 ,...,  ol\  PS*...  Alors,  en  commençant  par  la 
première  somme,  on  a  identiquement 

iv^       ,  fdx  .         dx  ^^ 

D'ailleurs,  si  l'on  représente  par  (  —  |  la  dérivée  par- 
tielle de  X  par  rapport  à  Z  en  tant  que  t  figure  explicite- 
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ment  dans  l'expression  de  jr  en  t,  a ,  j3 ,...,  on  a 


-'=i(§)+^.-'+5iP'  +  -.-î 


dx    ,       dx 

dT.         ^  d^ 

d'où 

dx'        dx        dx'        dx 

^'  ""  ^  '      ^'  ~  5^  '  '  *  *  ' 

et  de  même 

dy' dy  dz'  dz 

daf         da.  '      da'         da. 

En  ayant  égard  à  ces  dernières  relations ,  Téquation  (3) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou  bien 

Par  suite, 

j^'^mix'dx^ySy^z'Sz) 

dl  dT 

da!  dW  ^  du  ^  ,       dH  ^^, 


—     dt  ^     dt     ''^'   '   •••  •    rf«'  cfp' 

Quant  à  la  somme  qui  forme  la  dernière   partie  de 

'4> 
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Téquation  (2),  elle  est  évidemment  égale  à  (ÎT,  cest-à- 
'  dire  à 

Ainsi ,  en  réunissant  les  deux  valeurs  obtenues ,  il  vient 

^       /dx'  ^  dy  ^  dz\   \ 

^."'[-di'^^'i'^^-de'') 

d—  d  — 

doi'  'd^\^  dJ  ^        dT  ,^ 

dt  dt        ^  d(x,  d^     ^ 

Telle  est  l'expression  donnée  par  Lagrange. 
Pour  achever  la   transformation  de  Téquation  géné- 
rale (i),  il  faut  encore  calculer  la  quantité 

^(X^x  +  Y^j  4-2^3), 

en  fonction  des  nouvelles  variables. 

Ce  calcul  s'effectuera  généralement  sans  artifice  par- 
ticulier. 

Toutefois ,  dans  le  cas  où  cette  expression  serait  la  varia- 
tion exacte  d'une  fonction  F  des  coordonnées  x ,  j^,  z ,..., 
considérées  comme  variables  indépendantes,  pour  la  trans- 
former, il  suffirait  de  substituer  les  nouvelles  variables 
aux  anciennes  dans  la  fonction  F,  et  de  prendre  la  varia- 
tion par  rapport  à  a  ,  |3 ,...,  sans  faire  varier  t. 

En  tout  cas,  si  1  on  représente  la  valeur  de  la  somme 
en  question  par 

A^a  -h  B^p  -h  .  .  ., 
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réquadon  générale  de  la  dynamique  sera 


( 


Si  les  variables  a,  /3,...  étaient  réduites  au  moindre 
nombre  possible,  on  égalerait  séparément  à  zéro  les 
coefficients  des  variations  5a ,  (î(3 , 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  cette  équation,  les 
dérivées  par  rapport  à  a,  |3  ...,  a',  P'v  sont  des  déri- 
vées partielles ,  et  les  dérivées  par  rapport  à  t  des  dérivées 
totales  prises  en  considérant  a,  j3,...,  a',  P',...  comme 
des  fonctions  inconnues  du  temps. 

Application  aux  mouvements  relatifs.  — ■  Supposons 
que  les  nouvelles  variables  a,  P,  y,...  soient  les  coor- 
données relatives  à  des  axes  rectangulaires ,  mobiles  sui- 
vant une  loi  donnée. 

Soient 

yz=zy,^a'oL  -^  b' ^  -h  c'7  , 
2  =  2o  -H  «"«,  -h  b"^  -H  c"7  , 

les  formules  de  transformation ,  dans  lesquelles  x^ ,  y^ ,  z% 
et  les  cosinus  a,  /;,  c,  a',,.,  sont  des  fonctions  connues 
du  temps. 

Pour  abréger   Técriture,    supprimons   le    signe    ^^ 

comme  s'il  ne  s'agissait  que  d'un  seul  point,  et  suppo- 
sons la  masse  m  égale  à  l'unité. 

En  ayant  égard  aux  relations  finies  qui  lient  les  neuf  co- 
sinus ,  ainsi  qu'aux  relations  différentielles  qui  en  déri- 
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vent ,  nous  obtenons  successivement 

2  1  =  4:'»  +  /'  +  2"  =  a''  +  p'»  -+-  7" 
/     rf/ï        ,rf^  de        dx,y 

[    da'        ^db'  de'        dxoV 

^[^H^^-di^'^dF-^-Tt) 

I    da"       ^db"  de"       dz.Y 

/         .  «,  ,^   I    da         ^  db  de       dxÀ 

rfT         ,       J    db         ,db'         ,.db"\ 
daf  ^\dt  dt  dt  ] 

\    dt  dt  dt  /  dt  dt  dt 

da  (    da        ^  db  de         dx\ 

da>  (    da'        „  db'  de'       dr,\ 

da"  (   da"       „  db"  de"       dz,\ 


dj       da 
d'à 

da' 


da  ,       , 

^Tt  (««  -^-^P  -^-  ^7') 
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(4) 


d'y, 
dt'' 


4-fl 


dt 

d^a 

; —  C 

df" 

d'à' 

'  dt^ 

d'à" 

IF 


a-f- 


dT  _ 
doi  "" 

d'b 
^^ 
d'b' 


d'à 
IF 


a  -f- 


dt' 

d^b' 

lit' 


P  +  ^7) 


"Si» 


\dt' 

Cette  dernière  quantité ,  augmentée  de  la  force  qui  sol- 
licite le  point  dans  la  direction  de  l'axe  des  a  ,  est  le  coeffi- 
cient de  doL  dans  l'équation  générale  du  mouvement  relatif. 

Les  coefficients  de  ^(3,  à  y  sont  de  même  forme,  on  les 
déduit  du  coefficient  de  (Ja  par  la  permutation  circulaire 
des  lettres  a,  j3,  y ,  et  a,  i,  c. 

On   peut  considérer  les   termes  ajoutés   à  -j-^  dans 

l'expression  (4)  5  et  les  termes  analogues  relatifs  aux 
autres  coordonnées ,  comme  représentant  des  forces  fle- 
uves telles  que,  sous  l'action  de  ces  forces  et  des  forces 
réellement  appliquées,  le  système  prendrait  un  mou- 
vement absolu  identique  au  mouvement  relatif  qu'il 
s'agit  de  détepaiinerf  EXftîfmation  des  équations  du  mou- 
vement relatif  consiste  tout  entière  dans  la  recherclie  de 
ces  forces  fictives.  C'est  ainsi  que  Clairaut  (*)  et,  après  lui. 


(')  Mém.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris,  1742»  P»  >•  Clairant  commet  une 
erreur  dans  l'exposé  de  la  méthode;  mais  il  l'applique  correctement  à 
plusieurs  questions.  Quelques-unes  de  ces  questions  ont  été  résolues  di  - 
rectement  dans  cet  ouvrage. 
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Coriolis  (*)   ont   envisagé  la   théorie    des   mouvements 
relatifs. 

Reprenons  la  question  sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
en  usant  de  considérations  géométriques  :  les  démonstra- 
tions en  seront  plus  simples  et  surtout  plus  lumineuses. 

Exposé  géométrique  de  la  théorie  des  mous^emenU 
relatifs.  —  Observons  d'abord  que,  si  les  axes  ont  un 
simple  mouvement  de  translation  rectiligne  et  imiforme, 
ce  mouvement  des  axes  ne  modifie  en  rien  les  dérivées  des 
vitesses  relatives,  lesquelles  dérivées  mesurent  les  forces 
accélératrices  capables  de  produire  un  mouvement  absolu 
égal  au  mouvement  relatif  considéré.  Il  en  résulte  que, 
dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  du  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles ,  sont  tout  à  fait  identiques  auT 
équations  différentielles  du  mouvement  absolu  par  rap- 
port à  des  axes  fixes,  parallèles  aux  premiers.  Seulement, 
quand  on  intégrera  les  équations ,  les  constantes  intro- 
duites devront  être  déterminées  différemment  pour  le 
mouvement  relatif  et  pour  le  mouvement  absolu. 

Actuellement  supposons  les  axes  animés  d'un  mouve- 
ment de  l'espèce  la  plus  générale,  et  considérons  pendant 
un  instant  infiniment  petit  dt  le  mouvement  relatif  d'un 
point  matériel  M,  entièrement  libre,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques.  Ce  mouvement  relatif  ne  sera  pas 
changé  si ,  à  la  fin  de  l'instant  dt^  nous  imprimons  à  tout 
l'ensemble  des  axes  et  du  point  matériel  un  mouvement 
ço{nmun  qui  ramène  les  axes  à  la  position  qu'ils  occupe- 
raient, dans  la  supposition  que  leur  mouvement  pendant 
Tinstant  dt  ait  été  une  translation  uniforme,  due  à  une 
vitesse  acquise ,  égale  et  parallèle  à  celle  que  possède  le 
point  M  au  commencement  de  l'instant  dt.  Mais  alors  le 
mouvement  du  système  est  ramené  au  cas  simple  que  nous 

[y)  Journal  de  V École  Polytechnique,  XXI«  et  XXI V«  cahiers. 
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avons  considéré  d^abord,  où  les  équations  différentielles 
du  mouvement  relatif  sont  identiques  à  celles  du  mouve- 
ment absolu.  Donc  nous  pouvons  traiter  le  mouvement  re- 
latif comme  un  mouvement  absolu ,  si  nous  ajoutons  aux 
forces  qui  sollicitent  réellement  le  point  M  pendant  l'in- 
stant dt  des  forces  capables  de  lui  faire  parcourir,  pendant 
le  même  instant,  le  chemin  que  nous  lui  avons  fait  par- 
courir par  le  mouvement  imprimé  fictivement  au  système. 

Il  nous  reste  à  calculer  ces  forces.  Soient 

OX',  OY,  OZ 
les  positions  des 
axes  au  commen- 
cement de  l'in- 
stant ilt\ 

O'X',  O'Y', 
O'Z' les  positions 
des  mêmes  axes  à 
la  fin  de  l'instant 

0,X,,  0,Y„ 
OiZi  les  posi- 
tions qu'occupe- 
raient ces  axes  à  la  fin  de  l'instant  dl^  si ,  pendant  cet 
instant,  leur  mouvement  avait  été  une  translation  uni-» 
forme,  due  tout  entière  à  la  vitesse  acquise  qui  anime  le 
point  M  au   commencement  de  Finstant  considéré; 

OiI  une  parallèle  à  l'axe  instantané  autour  duquel jles 
axes  ont  tourné  pendant  l'instant  dt-^ 

(ù  leur  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe; 

M  la  position  du  point  mobile  au  commencement  de 
l'instant  dt] 

M''  la  position  du  même  point  à  la  fin  de  l'instant  dt-^ 

Ml  la  position  qu'occuperait  ce  même  point  à  la|fin  de 
cet  instant,  si  son  mouvement  avait  été  une  translation 
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uniforme ,  due  tout  entière  à  sa  yîtesse  acquise  au  com- 
mencement de  Tinstant  considéré. 

Pour  ramener  les  axes  O' X', ...  à  la  position  Qi  Xj , . . . , 
nous  pouvons  d'abord  les  transporter  parallèlement  à 
eux-mêmes  de  O'  en  Oi ,  puis  les  faire  tourner  d'un  angle 
—  iùdt  autour  de  l'axe  OiI. 

n  nous  faut  trouver  la  position  que  prend  le  point  ma- 
tériel par  ces  deux  mouvements  fictifs.  Pour  cela,  décom- 
posons le  déplacement  réel  du  point  pendant  l'instant  dt 
en  deux  déplacements  successifs  :  l'un  MM',  d'après  le- 
quel le  point  conserverait  la  même  position  relativement 
aux  axes;  l'autre  M' M'',  qui  est  le  déplacement  relatif. 
Nous  pouvons  considérer  ce  second  déplacement  comme 
ayant  lieu  après  le  premier  mouvement  fictif,  lequel 
amène  le  point  M'  en  coïncidence  avec  le  point  Mj.  Si 
donc  nous  menons  par  le  point  Mi  une  droite  M|  M"^  égale 
et  parallèle  à  M 'M",  puis  que  nous  fassions  tourner  cette 
droite  de  l'angle  — tùdt  autour  d'une  parallèle  à  Oj! 
menée  par  le  point  Mi,  la  nouvelle  position  M',  de  l'ex- 
trémité M'î  sera  la  position  cherchée. 

Ainsi  nous  voyons  que ,  par  l'effet  du  double  mouve- 
ment fictif,  le  point  matériel  éprouve  deux  déplacements. 
I-.e  premier  déplacement  est  égal  et  contraire  à  celui  qui 
amènerait  le  point  Mi  à  avoir,  par  rapport  aux  axes 
O'X',...,  la  même  position  que  le  point  M  par  rapport 
aux  axes  OX , ....  Il  serait  produit  par  une  force  égale  et 
contraire  à  celle  qui  forcerait  le  point  matériel  à  rester 
invariablement  lié  aux  axes  mobiles ,  en  supposant  qu'il 
ait ,  au  commencement  de  l'instant  considéré ,  la  même 
vitesse  qu'un  point  fictif  coïncidant  avec  lui  et  invariable- 
ment lié  aux  axes. 

L'autre  déplacement  fait  décrire ,  en  sens  contraire  de 
la  rotation  des  axes ,  un  petit  arc  M'^  M'^  perpendiculaire  à 
OiI  et  à  la  direction  MiM^^  de  la  vitesse  relative.  La  lon- 
gueur de  ce  petit  arc  est  le  produit  de  (ùdt  par  la  projec- 
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tion  du  déplacement  relatif  MiM^^  sur  iiu  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  OiI.  Si  nous  nommons  v  la  projection  de 
la  vitesse  relative  sur  ce  plan  perpendiculaire ,  la  lon- 
gueur de  cet  arc  infiniment  petit  sera  oivdt*,  et  la  force 
accélératrice  constante  capable  de  le  faire  parcourir  pen- 
dant Finstant  dt^  en  agissant  dans  la  direction  de  ce  petit 
chemin,  sera  201)1). 

Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Pour  a^oir  les  équa^ 
tions  du  moui^ement  relatif  d' un  point  libre,  il  faut  ajou-- 
ter  aux  tenues,  existants  pour  le  mouvement  absolu , 
d'abord  ceux  qui  prov^iennent  de  la  force  égale  et  con- 
traire à  celle  qui  forcerait  le  point  considéré  à  rester 
ini^ariablement  lié  aux  axes  mobiles,  et,  en  outre,  ceux 
qui  proviendraient  d'une  force  perpendiculaire  à  la  vi- 
tesse relative  et  à  l'axe  instantané  de  rotation  des  axes 
mobiles,  dirigée  dans  le  sens  contraire  au  mouvement 
de  rotation,  égale  à  deux  fois  le  produit  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  des  axes  mobiles  par  la  vitesse 
relative  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe. 

On  aurait  pu  abréger  cette  démonstration  en  obser- 
vant que,  pour  le  calcul  des  forces  additionnelles,  il  est 
permis  de  remplacer  les  axes  mobiles  donnés  par  des  axes 
parallèles,  invariablement  liés  à  ceux-ci,  dont  l'ori- 
gine soit  en  coïncidence  avec  le  point  M  au  commence- 
ment de  l'instant  considéré;  car  les  dérivées  des  vitesses, 
qui  mesurent  ces  forces ,  sont  les  mêmes  par  rapport  aux 
derniers  axes  et  par  rapport  aux  premiers.  Alors  les 
points  M  et  O,  Mj  et  Oi,  M'  et  O'  se  confondent.  C'est 
ainsi  que  fait  M.  J.  Bertrand  (*),  auquel  nous  emprun-- 
tons  ces  considérations  géométriques  5  mais  on  pénètre 
mieux  la  raison  du  théorème  en  n'usant  pas  d'abord  de 
cette  simplification. 

(')  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  XXXII®  cahier,  p.  149.. 
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La  première  force  additionnelle,  prise  en  sens  con-' 
traire,  est  nommée  par  Coriolis  force  iT entraînement, 
et  la  seconde  est  nonmiée  force  centrifuge  composée, 
parce  que,  de  même  que  la  force  centrifuge ,  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  yitesse  et  à  l'axe  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  système  assu- 
jetti à  des  liaisons  quelconques  se  déduisent  des  équations 
du  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  comme  s'il  s'agis- 
sait du  mouvement  absolu. 

Soient  jc,  jr^  z  les  coordonnées  absolues  d'un  point  du 
système,  x\  y\  z'  les  coordonnées  relatives,  a ,  j3,  y  les 
coordonnées  de  l'origine  des  axes  mobiles ,  et 

les  formules  de  transformations. 

Nommons  X«,  Ye,  Z«  les  composantes  de  la  force  accé* 
lératrice  d'entraînement  suivant  les  axes  fixes,  et  Xé, 
Y«,  Z«  les  composantes  de  la  même  force  suivant  les 
axes  mobiles.  X^,  Y,,  Z^  seront  les  dérivées  secondes  de 
x^y^  ^ ,  calculées  en  supposant  invariables  les  coordon- 
nées x',  y',  z\  Par  conséquent, 

d^oL         ,d'a         ,d*b         ,d'c 


et 


Z*,  =cX.-<- 
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Soient  p^q^  /'les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  w 
autour  des  axes  mobiles,  p»'  la  vitesse  relative,  i  l'angle 
qu'elle  fait  avec  Taxe  instantané  de  rotation  des  axes 
mobiles,  et  i ,  /ix ,  v  les  angles  que  la  force  centrifuge  com- 
posée fait  avec  les  axes  mobiles. 

La  force  centrifuge  composée  étant  perpendiculaire  à 
Taxe  instantané  et  à  la  vitesse  relative,  on  a  les  rela- 
tions 

p  cos  \-\-  q  cos  fi  -I-  /•  cos  v  =  o , 

da/  dy  dz' 

—r-  cosX  H — ;-  cosii  -h  —r  cos  v  =  o , 

dt       ^  dt         ^        de  ' 

cosU  -+-  cos'  fit  -+-  cos'v  =  I  ; 
d'où  Ton  tire 

cos  1  cos  a  cos  y 


^_     dy^    d^_     ^""     dy  dx' 

'^'dt       ^  dt    '  ^'dt       ^  dî      ^~di'~^'di 


/      ,       (  da^         dr'        dz'Y 


Oi>P  SlUi 


On  a  pris  le  radical  négativement,  parce  que  le  mou- 
vement de  la  demi-droite  qui  représente  la  rotation  w, 
vers  la  demi-droite  qui  représente  la  vitesse  relative ,  est 
nécessairement  rétrograde  pour  un  observateur  coucbé 
sur  la  droite  qui  représente  la  force  centrifuge  com- 
posée. 

D'après  ces  valeurs,  si  l'on  nomme  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes suivant  les  axes  mobiles  des  forces  accélératrices 
réellement  appliquées  au  point  considéré,  et  m  la  masse 
de  ce  point ,  l'équation  générale  du  mouvement  relatif  du 
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système  sera  la  suivante  : 

On  reconnaît  aisément ,  sous  une  notation  différente, 
l'équation  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  par  le  théorème 
de  Lagrange. 

Admettons  que  les  liaisons  ne  dépendent  que  des  coor- 
données relatives  aux  axes  mobiles;  alors  nous  pourrons 
appliquer  le  principe  des  forces  vii^es  au  mouvement 
relatif.  Les  forces  centrifuges  composées  disparaîtront, 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  à  la  vitesse  relative, 
et  nous  aurons  la  formule 

(        •  """^     /     ^^{^^^'  ^^edy  -^Z'edz'). 

1 .  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  moui^oir  sur  une 
courbe  qui  tourne  autour  (tun  axe  ^vertical  ai^ec  une  vi- 
tesse constante  et  connue.  Déterminer  la  courbe  par  la 
condition  que  le  point  se  meus^e  suix^ant  une  loi  donnée. 

Prenons  l'axe  des  z  dirigé  suivant  l'axe  de  rotation,  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur;  nommons  z^  a:, /les 
coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  cet  axe  et  à  deux 
axes  horizontaux  rectangulaires,  entraînés  dans  le  mou- 
vement de  rotation;  et  soient  co  la  vitesse  angulaire, 
f{z^  slx^-^y^)  l'expression  donnée  de  la  vitesse  du  mo- 
bile sur  la  courbe  au  point  {x^y^  z). 
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La  force  d'entrainemefit ,  changée  de  sens ,  est  égale  à 
la  force  centrifuge  qui  naît  du  mouvement  circulaire  de  la 
courbe 5  par  suite,  la  formule  (B)  nous  donne 

[  /(«,  v'^M^OP  ■=—  ^tg'z  +  w;(x'-h^')  +  const. 

Cette  équation  représente  une  surface  de  révolution  5 
et  la  courbe  cherchée  est  assujettie  à  cette  seule  condition 
d'être  située  sur  cette  surface. 

La  surface  est  du  second  degré,  quand  la  fonction  y  est 
de  Tune  des  formes  A  ^  -f-  C,  B  sjx^  4-/',  où  A ,  B ,  C  re- 
présentent des  constantes;  elle  est  engendrée  par  une 
courbe  du  second  degré ,  quand  la  fonction  f  est  de  la 
forme  A^  +  B  v^a:*-hj'  •+•  C. 

Supposons  que  le  mobile  soit  soustrait  à  T action  de  la 
pesanteur,  et  que  la  vitesse  soit  exprimée  en  fonction  de 
Tare  parcouru  s ,  par  Téquation 

p'=  w'j'-H  CODSt. 

Dans  ce  cas ,  si  nous  représentons  par  r  la  distance  du 
mobile  à  l'axe  de  rotation ,  et  par  a  la  valeur  de  r  à  l'ori- 
gine des  arcs  ,  la  formule  (B)  nous  donne  la  relation 

Toutes  les  courbes  qui  vérifient  cette  relation  satisfont 
à  la  question  proposée.  En  particulier,  si  la  courbe  est 
plane,  elle  n'est  autre  que  la  chaînette 


=  ;(''+."•)' 


l'origine  des  distances  z  étant  à  la  même  hauteur  que 
l'origine  des  arcs. 

2.  Étant  données  les  forces ,  dùigées  vers  un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  à  ce  centre,  par  V  action 
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desquelles  un  point  matériel  se  meut  dans  une  orbite, 
quelles  sont  les  forces  à  ajouter  y  pour  que  le  point  ma- 
tériel continue  à  décrira  la  même  orbite  y  dans  le  cas  où 
celle-ci  viendrait  à  tourner  autour  d'un  axe  perpendi- 
culaire à  son  plan  et  mené  par  le  centre  des  forces  y 
auec  une  vitesse  angulaire  qui  soit  dans  un  rapport 
donné  y  n,  ayec  la  vitesse  angulaire  du  point  matériel 
circulant  dans  V orbite? 

Nous  allons  déterminer  les  forces  qu'il  faut  ajouter 
aux  forces  qui  sollicitent  le  mobile  lorsqu'il  décrit  l'orbite 
révolvante,  pour  que  le  mouvement  relatif  à  des  axes 
entraînés  dans  la  rotation  de  l'orbite  puisse  être  déter- 
miné à  la  manière  d'un  mouvement  absolu ,  en  regardant 
les  axes  comme  fixes.  Ces  forces  additionnelles,  changées 
de  sens,  seront  les  forces  cherchées. 

Soient  r  la  distance  du  mobile  au  centre  des  forces,  et 
6  l'angle  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles.  Supposons,  pour  nous  fixer, 
que  la  rotation  de  l'orbite  soit  de  même  sens  que  le  mou- 
vement du  point  sur  la  courbe.  Les  formules  obtenues 
dans  cette  hypothèse  conviendront  au  cas  contraire  quand 
on  y  supposera  n  négatif. 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  se  compose 
d'une  force  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon 
vecteur,  égale  à  la  force  centrifuge  dans  le  mouvement 
circulaii*e  des  axes  supposé  uniforme  5  et  d'une  force  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  dirigée  en  sens  contraire 
du  mouvement ,  égale  et  contraire  à  celle  qui  produirait 
l'accélération  du  mouvement  circulaire.  Les  valeurs  de 
ces  deux  composantes  sont  respectivement 

m} -j-t      rn—TT' 
La  force  centrifuge  composée  est  dirigée  suivant  la  nor- 
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maie  extérieure  à  l'orbite.  Son  intensité  est 


dr'^r'dO' 


dO 


Elle  fait  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur  un  an- 

dr 
gle  dont  la  tangente  est  -"rr*  Par  suite ,   sa  composante 

suivant  le  prolongement  du  rayon  vecteur  est 

^""dF' 

et  sa  composante  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  est 

d^dr 

in--  --. 

dt  dt 

Or  les  deu'i  composantes  perpendiculaires  au  rayon 
vecteur  se  détruisent;  car,  d'après  le  principe  des  aires, 
on  a 

r^  -—  =  const.  =  C , 
dt  ' 

et,  en  difiérenliant, 

drdB  d'B 

^dtdi"^''dr^  =  ''' 

De  plus ,  la  même  équation  des  aires  donne 

dt^'^r*' 

Substituant  celte  valeur  dans  l'expression  de  la  somme 
des  composantes  dirigées  suivant  le  rayon  vecteur,  et 
changeant  les  signes,  on  obtient  finalement  pour  la 
force  chercbée  une  force  dirigée  vers  le  centre  d'action , 
égale  à 

IL  i5 
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Ainsi,  pour  que  te  point  matériel  continue  à  décrire 
r  orbite  ré^oli^ante^  il  faut  ajouter  aux  forces  déjà  exis- 
tantes une  attraction  im^ersement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance.  Cette  attraction  se  changerait  en  ré- 
pulsion, sin  était  compris  entre  o  et  — 2.  Elle  serait 
nulle,  si  n  était  égale  à  —  2  ^  c'est  qu  alors  la  courbe  dé- 
crite dans  l'espace  ne  serait  pas  altérée  par  la  rotation  de 
l'orbite ,  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  serait  seul 
changé. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  décrite  dans  l'espace 
quand  l'orbite  tourne,  il  suffit  de  remplacer  dans  l'équa- 
tion de  l'orbite,  6  par  6. 

Si  l'on  suppose  que  l'orbite  soit  une  ellipse,  on  re- 
trouve les  formules  données  au  tome  I,  pagfe  299,  en  ob- 
servant que,  dans  ce  passage,  la  lettre  Cse  rapporte  au 
mouvement  absolu. 

Newton  ,  Principia ,  lib.  I ,  prop.  44- 

3,  Déterminer  le  mouvement  apparent  d'un  projec- 
tile lancé  dans  le  ^vide  à  la  surface  de  la  terre,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  terre. 

Nous  pouvons  considérer  le  centre  de  gravité  de  la  terre 
comme  fixe,  pourvu  que  nous  appliquions  au  projectile 
une  force  accélératrice,  égale  à  la  différence  entre  la  force 
accélératrice  qui  maintient  la  terre  dans  son  orbite  et  la 
force  accélératrice  avec  laquelle  le  soleil  sollicite  le  mo- 
bile considéré.  Cette  différence  étant  extrêmement  petite, 
nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  de  la  rotation  de  la 
terre  autour  de  la  ligne  des  pôles,  supposée  jtout  à  fait 
immobile. 

Admettons,  pour  nous  fixer,  que  le  point  de  départ  soit 
situé  dans  Thémisphère  boréal. 
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Nommons 

1  la  latitude  du  point  de  départ  ; 

h  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  de  rotation  de  la 
terre  5 

h  la  distance  du  même  point  à  Féquateur; 

w  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 

L'axe  fixe  des  z  coïncidera  avec  l'axe  de  rotation  de  la 
terre  et  sera  dirigé  vers  le  pôle  boréal  5  les  axes  fixes  des 
j:etdesj^  seront  situés  dans  le  plan  de  l'équateur,  le 
premier  se  trouvera  à  Torigine  du  mouvement  dans  le 
plan  méridien  du  point  de  départ,  le  second  sera  dirigé 
vers  l'est. 

L'origine  des  axes  mobiles  des  x',  desj^'  et  des  z'  sera 
situé  au  point  de  départ  ;  le  premier  axe  sera  l'horizon* 
taie  dirigée  vers  le  nord^  le  second  sera  l'horizontale 
dirigée  vers  l'est  ;  le  troisième  sera  dirigé  dans  le  sens  de 
la  pesanteur,  et,  par  suite,  fera  sur  le  plan  de  l'équateur 
un  angle  égal  à  la  latitude  1, 

Soient  encore  Xi ,  j^, ,  Zi  les  coordonnées  relatives  à 
des  axes  auxiliaires ,  invariablement  liés  à  la  terre ,  qui 
coïncident  avec  les  axes  fixes  à  l'origine  du  mouvement. 

On  a  d'abord 

X  =z  Xx  cos.b>/  —  Xx  sin.wf, 
y  -=  Xx  sih .  « f  -f-  j^,  cos .  6)/ , 

ZzziZx^ 

puis 

t  0?,  =  A  —  x'  siiiX  —  z'  cos> ,  -r 

z,  =  ^  -+-  j?'  cosX  —  z^  sin \  ; 

et ,  par  conséquent , 

x:=  Acos»&)f — ar'sinXcos.wf  — y  sin.w^  —  z^cosX  cos.»/, 
7  ==  A  sin .  w/  —  x'  sinX sin  ,tùt  -\- y' cos .  w/  —  z'  cos>  sin . w^, 
2  =  ^  +  0?'  cos>  —  z'  sinX. 

i5. 


aaS  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

A 1  *aîdc  de  ces  formules  et  des  valeurs 

on  formera  facilement  les  expressions  des  composantes 
de  la  force  d'entraînement  suivant  les  axes  mobiles,  ou 

x;,y:,z:. 

Les  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  mobiles,  con- 
sidérées comme  positives  quand  la  rotation  s'effectue  de 
droite  à  gauche ,  sont 

/7  =  «co»X,     q  z=z  o  ^     r  =  —  b>sin>. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  (A), 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations,  et  suppri- 
mant les  accents ,  il  vient 

id^x  dr 

I -^  4-  rîwsmX-7-  -4-»'smX(A-r-sinX.x — cosX.a) — X  =  o, 

/  N  ]d^y  .   ^dx  ^dz 

{ 0  \ -rr  —  2»  sm A 2  w  cos a w*r  —  Y  =  o , 

^  '\dt^  dt  dt  ^  ' 

\d}z  dy 

I  -rr  +  2w  cos>--z--f- w*cos>(/i  — sinX.a: — cosX.z) — Z=:o. 

\  dO  dt 

Avant  d'intégrer  ces  équations ,  faisons  quelques  sim- 
plifications qui  nuiront  peu  à  l'exactitude  du  résultat. 
Dans  toutes  les  applications  balistiques ,  les  coordonnées 
x^  y^  z  sont  de  très-petites  fractions  du  rayon  terrestre*, 
en  outre,  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre  est  une  très-pe- 
tite quanti  té,  savoir  Qc-cl  o^  ~ô — ô'  quand  on  prend  la 

seconde  de  temps  solaire  moyen  pour  unité  de  temps.  Il  en 
résulte  que  nous  pourrons,  sans  erreur  notable,  négliger 
les  termes  qui  renferment  en  facteur  le  produit  de  w*  par 
l'une  des  coordonnées  JC,/,  Z>  Dans  le  même  degré  d'ap- 
proximation, nous  pourrons  supposer  l'attraction   ter- 
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restre  constante,  en  grandeur  et  en  direction,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  5  car  on  démontre  en  méca- 
nique céleste  que  la  partie  variable  dé  celte  attraction  se 
compose  de' termes  contenant  en  facteurs  les  produits 
w'a:,  c«)*j^,  a)*z  ou  des  puissances  de  <«)*  supérieures  à  la 
première.  Ainsi,  la  force  appliquée  sera  l'attraction  ter- 
restre au  point  de  départ,  ou  bien  la  résultante  de  la  pe- 
santeur et  d'une  force  égale  et  contraire  à  la  force  cen- 
trifuge au  même  point.  Il  s'ensuit 

X  =  w*AsinÀ,     Y  =  o,     Z  =  g^ -4-iwVicosX. 

D'après  cela ,  les  équations  du  mouvement  deviennent 
les  suivantes  (*)  : 

(J^x  .    ^  dr 

/  X  /  (^y  .    .dx  dz 

(2)  {  — —  —  awsinA-r 2w  ces  A  ---  =  o , 

^  '  ^    d€^  dt  dt  ' 

rf»  z  ^  dy 

Il  serait  facile  de  les  intégrer  rigoureusement,  puisqu'elles 
sont  linéaires  à  coefficients  constants^  mais  il  faut  négli- 
ger les  produits  a>*jr,  w'j",  w*z,  comme  par  le  passé. 

Appelant  a,  t ,  c  les  composantes  de  la  vitesse  initiale , 
on  obtient,  par  une  première  intégration^ 

dx 

(3)  -7 «  4- 2w  sinX./ =  0, 

(4)  -^ ^  —  2wsin>.x  —  2«cosX.z  =  o, 

(5)  y  —  C  -i-  2W  COSX.J  —  gt  =  O. 


(i)  Ces  équations  ont  été  données  par  Poisson  {Journal  de  l'École 
Voljrtechnique ,  XXVl®  cahier,  page  21).  Il  y  ajoute  un  terme  qui  repré- 
sente la  résistance  de  Tair. 
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Si  Ton  porte  dans  la  seconde  équation  (2)  les  valears  de 
—  et  de  -j-  données  parles  équations  (3)  et  (5) ,  il  vient, 
au  degré  d'approximation  voulu, 

d'y 

-j~  —  2»(a8inX  -f-  ccosX)  —  sùcosX.^/  =  o; 

d'où 

y  zr^ht  -^  w(<i  sin>  -h  cç.o%X)0  -h  ^w  cos>.^/'. 

Quant  aux  équations  (3)  et  (5) ,  on  doit  y  poser  y  =  if, 
puisque  j"  n'y  figure  que  multiplié  par  00  ;  alors  elles  ont 
pour  intégrales 

X  z=.  at  —  b>  sinX .  6/^ , 

z  =  cr  -H  (  -  g'  —  w  ces  )l  .  i  )/'. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

1°.  Si  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale  y  on  a 

a?=ro,     ^  =xû>cosX.g^r»,     z  =  -gi\ 

Les  deux  premières  valeurs  montrent  que  la  dévia- 
tion a  lieu  vers  l'est ,  et  la  dernière,  que  la  durée  de 
la  chute  verticale  n'est  pas  altérée  par  la  rotation  de 
la  terre,  La  trajectoire  est  une  parabole  cubique,  repré- 
sentée par  r  équation 

2/2  i 

j' ==  3i/-wcos>.z'. 

2*^.  Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
ai^ec  la  vitesse  i^^,  on  a 

x  =  o,    X  =  — «PoCosX./'4- xwcosX.g'^, 

ô 
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La  dernière  valeur  montre  que  le  moui^ement  vertical 
est  encore  celui  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tournait  pas. 

Ainsi,  le  mobile  s'élève  à  la  hauteur  Zx  =  -^9  pendant  le 

temps  ^  S  puis  redestend  dans  le  même  temps  à  la 
hauteur  du  point  de  départ^  en  sorte  que  la  durée  du 
mouvement  est  ^  ^  '»  Il  en  résulte,  d'après  l'expres- 
sion de  j^,  que  la  dévfiatiori  finale  au  bout  de  la  chute  est 


=-lv1- 


ri  =  —  ji/-wcos>.z,*- 

Cette  déi^iation  a  lieu  vers  Vouest;  elle  est  égale  nu-- 
mériquement  à  quatre  fois  la  déviation  qui  est  due  à  la 
hauteur  z^  quand  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale, 
3^.  Enfin,  stl'on  suppose  que  le  corps  soit  lancé  per- 
pendiculairement au  méridien  avec  la  vitesse  v^,  dans 
une  direction  inclinée  de  V angle  a  sur  l'horizontale  qui 
s'avance  vers  l*est,  on  a 

a=zOj      b=:v^cosa,     c  =  —  p^sioa. 

Dans  ce  cas,  z  redevient  nul ,  et  le  corps  retombe  sur 
le  sol  après  un  temps  dont  l'expression  est ,  au  degré  d'ap- 
proximation voulu , 


2  Pg  sin  a  /         7  w       ^  \ 

I  I  H cos  A .  V9  cos  a  I  • 

g       \  g  ) 


Les  coordonnées  du  point  de  chute  sont,  toujours  au 
même  degré  d'approximation , 

^,  =  —  Awsin).  •  —  cosasm'a, 
g^ 

p'  A  P^ 

Vi  =  ~sin2a  -t-^wcosX~sina(3cos'a  —  sin'a). 
S  3  fi^^         ' 
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Les  termes  qui  dépendent  de  a),  dans  ces  valeurs,  mesu- 
rent la  déviation  due  à  la  rotation  de  la  terre.  La  valeur  de 
Xi  montre  que  le  corps  dévale  vers  le  sud  ou  vers  le  nord, 
suivant  que  V angle  a  est  aigu  ou  obtus.  La  valeur  de  y^ 
montre  que  la  portée  est  augmentée  ou  diminuée,  suivant 
que  la  différence  3  cos*  a  —  sin*  a  est  positive  ou  néga- 
tive, c'est-â-dire,  suii^ant  que  V inclinaison  de  la  vitesse 
initiale  sur  Vhorizon  est  inférieure  ou  supérieure  à 
60  degrés. 

Si  le  point  de  départ  était  situé  dans  l'hémisphère  aus- 
tral, les  formules  resteraient  les  mêmes,  mais  X  serait 
négatif. 

4.  Déterminer  les  petits  mouvements  apparents  du 
pendule  simple  à  la  surface  de  la  terre,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  la  terre  (  pendule  de  M.  Fou- 
cault). 

Comme  au  problème  précédent,  nous  n'avons  à  nous 
occuper  que  de  la  rotation  de  la  terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles,  supposée  fixe. 

Soient  /la  longueur  du  pendule,  R  la  tension  du  fil. 
Plaçons  l'origine  des  axes  mobiles  au  .point  de  suspen- 
sion, et  conservons  d'ailleurs  la  notation  du  problème 
précédent. 

Les  équations  du  mouvement  seront  encore  les  équa- 
tions (i)  (page  228),  dans  lesquelles  X,  Y,  Z  représente- 
ront les  composantes  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  ten- 
sion du  fil.  A  ces  équations  il  faudra  joindre  la  relation 

De  même  que  dans  le  problème  précédent,  nous  négli- 
gerons les  termes  en  w^x,  w'j^,  tù*  z  -,  alors  les  forces  X, 
Y,  Z  se  réduiront  aux  valeurs  suivantes  : 

X  =  w'/*sinX— Rj,     Y=  —  R~,     Z  =  ^-K  w'A  cosX  — R*', 


r 
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et  les  équations  du  mouvement  seront 
d'^x  -    ^  dy       ^  X 

/  \        j  ^^y  ,    ^  dx  ^  dz        ^Y 

^'^      {'dF"  2«smX  — —  2WCOSX  — -4-Rj  =  o, 

d^z  ^  dr       ^  z 

_  +  2„cosX-+R--^  =  o. 

Nous  allons  intégrer  ces  équations,  en  supposant  Tarn- 
plitude  des  oscillations  très-petite.  Nous  pourrons  négli- 
ger les  secondes  puissances  des  coordonnées  x,  y  et  de 
leurs  dérivées  vis-à-vîs  de  /;  alors  z  se  réduira  à  la  lon- 
gueur même  du  pendule,  /,  et  nous  n'aurons  plus  à  étu- 
dier que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  pesant 
sur  le  plan  horizontal  XOY. 

Dans  cette  hypothèse,  la  troisième  équation  devient 

^  ^y      ^ 
2  CCS  X-p-t-R  —  g  =  o. 
dt 


Tirons  d'ici  la  valeur  de  la  tension  pour  la  reporter  dans 

dz^ 
dt 


les  deux  premières  équations  (i),  où  le  terme  en  —  a  dis- 


paru, et  posons,  pour  abréger, 

—  w  sin  >  =  r , 

en  sorte  que  r  soit  la  composante  de  la  rotation  de  la  terre 
suivant  la  direction  de  la  pesanteur  au  point  de  suspen- 
sion. Il  vient 

(d'^x  dy  X 

(2) 


ï  d'y  dx  y 


Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
du  pendule  en  projection  horizontale. 
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Nous  rapporteroii5  le  mouveinent  du  point  à  des  axes 
0| ,  On  qui  ont  leur  origine  au  point  de  départ,  et  qui 
tournent  autour  de  la  verticale  Oz  en  sens  contraire  de 
la  terre  avec  la  même  vitesse,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
—  r.  L*aiKe  On  sera  dirigé  vers  Test  quand  l'axe  OÇ  sera 
dirigé  vers  le  nord,  et  l'inclinaison  initiale  de  l'axeO^ 
sur  l'axe  OX ,  comptée  positive  de  l'est  à  l'ouest  à  partir 
de  OX,  sera  représentée  par  e. 

Les  formules  de  transformation  seront 

X  =  Çcos(rr-+-  f)-f-  îj  sm(r/  -4-  g), 
y=:  —  Ç  sin  (r^  -H  s)  -f-  *J  cos  (rt  -h  e). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  et  négli- 
geant r'5,  r'y],  il  vient 

Ces  équations  se  réduisent  à  celles-ci  : 

On  s'en  assure  en  ajoutant  les  carrés. 
Elles  ont  pour  intégrales  générales 

Ç  =  A  cos  /^  4  /?  A  -4-  B  sin  i  i/C  t  \  1 

>j  =  A'  cos  {k  h- 1\  H^B'  %miyj\  A  ♦ 

A,  B,  A',  B'  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  suppose  le  pendule  abandonné  sans  vitesse  ini- 
tiale, après  qu'on  Ta  écarté  de  la  verticale  dans  la  direction 
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de  Taxe  O^,  et  que  l'on  nomme  a  la  valeur  initiale  de  \ , 
on  a,  pour  l'époque  i  =  o, 


i  =  a. 

ïî  =  o, 

drt 
dt 

par  suite,  les  intégrales  deviennent 

Z^  courbe  décrite  sur  le  plan  horizontal  entraîné  ai^ec 
lès  axes  mobiles  est  une  ellipse,  représentée  par  Véqua- 
tion 


a^r^  - 


S 

Cette  ellipse  est  extrêmement  allongée,  puisque  le  rap- 
port des  axes,  —  r  i/  -  ou  bien  6)  sin  A  i/  -  >  est  de  même 
ordre  de  grandeur  gue  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 
Le  point  pesant  emploie  le  temps  2  7i  i/-  pour  décrire 

V ellipse  entière^  il  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  rota- 
tion de  la  terre  estimée  autour  de  la  verticale,  et  son 
anomalie  excentrique  croît  d!un  moui^ement  uniforme. 
Pendant  ce  temps  V ellipse  se  déplace  elle-même,  en  tour^ 
nant  en  sens  contraire,  ai^ec  une  vitesse  égale  et  opposée 
à  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  estimée  autour  de  la 
verticale. 

J.  BÎNET,  Comptes  rendus  dcVAcad.  des  Se.  de  Paris,  t.  XXXII, 
i85i,  i*'sem.,  p.  197. 

5.  Un  solide  homogène  de  rés^olution  tourne  autour 
de  son  axe  défigure^  son  centre  de  gras^ité  est  fixe  à  la 
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surf  ce  de  la  terre;  son  axe  défigure  est  astreint  à  ne  pas 
sortir  d*un  plan  déterminé  qui  est  aussi  fixe  sur  la  terre, 
mais  il  a  la  liberté  de  tourner  dans  ce  plan  directeur.  Dé- 
terminer les  moui^ements  que  Taxe  du  corps  exécute , 
lorsque  le  centre  de  granité  et  le  plan  directeur  sont  ent* 
portés  dans  le  mouvement  de  la  terre. 

Ce  système  est  réalisé  par  le  gyroscope  de  M.  Fou- 
cault dans  l'une  des  dispositions  de  l'appareil. 

Nous  avons  uniquement  en  vue  de  déterminer  le  mou- 
vement apparent  du  corps  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, lequel  est  fixé  à  la  surface  de  la  terre.  Or  on  sait  que 
ce  mouvement  n'est  point  altéré  par  une  translation  quel- 
conque du  centre  de  gravité.  Nous  pourrons  donc  faire 
complètement  aBstraction  de  la  translation  du  centre  de 
gravité,  considérer  ce  point  comme  sîtué  au  centre  delà 
terre,  et  regarder  le  centre  de  la  terre  comme  fixe. 

Pour  déterminer  le  mouvement  apparent  du  corps  au- 
tour d'axes  menés  par  son  centre  de  gravité  et  entraînés 
dans  la  rotation  de  la  terre,  nous  pourrons  appliquer 
les  équations  générales  du  mouvement  absolu  d'un  corps 
solide  retenu  par  un  point  fixe  (page  i6i),  en  considérant 
le  corps  comme  sollicité  par  les  forces  d'entraînement, 
changées  de  sens,  par  les  forces  centrifuges  composées,  et 
ayant  égard  à  la  liaison  qui  assujettit  l'axe  de  figure  à  res- 
ter dans  le  plan  directeur. 

Or  les  forces  d'entraînement  se  réduisent  au  couple  qui 
serait  capable  de  maintenir  le  corps,  supposé  libre,  dans 
une  rotation  égale  à  celle  de  la  terre.  Nous  sommes  donc 
conduits  à  cette  question   incidente    : 

Déterminer  le  couple  accélérateur  nécessaire  pour 
maintenir  un  solide  de  résolution  dans  une  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  qui  passe  au  centre 
de-  granité,  et  fait  un  angle  constant  6  ayec  Vaxe  de 
révolution. 
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Reprenons  les  équations  générales  de  la  rotation  des 
corps  (page  i6i),  dans  lesquelles  nous  ferons  B  =  A,  et 
nous  supposerons  constantes  les  quantités  6,  o),  ret,  par 
suite,  p^  ■+-  9*.  Ces  équations  deviennent 


A^-h(A-C)r/.z=M, 
at 

ozzrN; 
sin  6  sm  (p  -^  =  /? , 

Ajoutant  les  carrés  des  deux  premières  équations  (a),  il 
vient 

sin'  6-7^  =  /?'  -I-  9^  =r  const.  ; 

et  cette  relation ,  combinée  avec  la  troisième  équation  (a), 

donne 

— ?  =  r  —  cet  0 .  yjp^  H-  ^'  =  const. 
dt 

Par  conséquent,  7^  et  ^  sont  des  constantes. 

Différentio'ns   maintenant  les   deux  premières  équa- 
tions (a).  Nous  obtenons 

^  =  q^=zqr--COi^,qslp^VT\ 
^z=,^p^=z  —pr  -H  cote./?  \Ip^TT\ 
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Reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  il  vient 

L  M  y JU+W  K 

-  =  —  -  =  C  r  —  A  cet  0 .  V/>»  -h  g*  =  •  


K  représente  ici  le  moment  du  couple  accélérateur  ca- 
pable d'entretenir  un  mouvement  semblable  à  celui  d'un 
cône  droit,  décrit  autour  de  Taxe  de  révolution  du  solide 
considéré,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  surface  d'un 
autre  cène  droit,  de  même  sommet,  et  dont  l'axe  ferait, 
avec  celui  du  premier  cône,  un  angle  égal  à  6  (*). 

Supposons  que  le  cône  fixe  se  réduise  à  une  droite,  ce 
qui  est  le  cas  de  notre  problème.  Alors  il  vient,  par  la  com- 
position des  rotations, 

r=r(i.>co$9,      sIp^-^  9*  =  «sinG, 
et ,  par  conséquent ,  le  couple  des  forces  d'entraînement 
a  pour  moment  la  quantité 

K  =  (C  — -  A)  »»  sin  9  ces  0. 

Cette  valeur  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  a)^ 
Or  w,  qui  représente  ici  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre, 
est  une  très-petite  fraction.  Nous  négligerons  son  carré. 
A  ce  degré  d'approximation,  les  forces  d'entraînement 
disparaissent ,  et ,  par  suite,  la  somme  des  forces  vives  est 
constante  dans  le  mouvement  apparent. 

Ceci  posé,  nommons  toujours  w  la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre  autour  de  l'axe  qui  se  dirige  vers  le  pôle  bo- 
réal, et  considérons  comme  positives  les  rotations  qui 
s'effectuent  de  droite  à  gauche. 

Soient  OX ,  OY,  OZ  les  axes  entraînés  dans  la  rota- 
tion de  la  terre.  L'axe  des  x  sera  la  projection  sur  le  plan 

(')  M.  Poinsot  est  arrivé  au  même  résultat  d'une  manière  différente, 
dans  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  {Journal  de  M.  Lionville, 
t.  XVIII,  p.  4iî  i853). 
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directeur  d'une  parallèle  à  la  partie  de  Taxe  terrestre  qui 
se  dirige  vers  le  pôle  boréal  ;  l'axe  des  y  sera  situé  dans  le 
plan  directeur  et  dirigé  vers  Test;  l'axe  des  z  sera  la  per- 
pendiculaire au  plan  directeur,  pour  laquelle  la  rotation 
de  OX  vers  OY  est  positive  :  cette  perpendiculaire  est 
celle  qui,  lorsque  le  système  est  à  la  surface  de  la 
terre,  se  trouve  par  rapport  au  plan  directeur  du  côté 
du  centre  de  la  terre.  Soient  encore  OXi ,  OYt ,  OZi 
des  axes  coordonnés  liés  invariablement  au  corps ,  di- 
rigés suivant  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité  5  OZi  sera  dirigé  suivant  l'axe  de  révo- 
lution 5  OYi ,  OX,  seront  disposés  de  manière  que  la  ro- 
tation de  OXt  vers  OY,  soit  directe  pour  un  observateur 
couché  sur  l'axe  OZ,. 

Nommons 

(a,  i,  c) ,  (a',  b\  c')  et  [a"^  b"^  c")  les  cosinus  des 
angles  que  forment  respectivement  les  axes  OX,  OY  et 
0ZavecOX,,OYi,OZ,; 

/?,  q^r  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente autour  des  axes  OXj ,  OYj ,  OZi  5 

Pi^  Çi^  ^i  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre  autour  des  mêmes  axes  -, 

ON  celle  des  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  Xj  OYi  sur  le  plan  XOY,  pour  laquelle  la  rotation 
qui  amène  OZ  sur  OZ, ,  en  lui  faisant  décrire  un  angle 
de  90  degrés,  est  positive  5 

ç  et  ^{/  les  angles  que  la  trace  ON  fait  avec  les  axes  OX, 
et  OX,  ces  angles  étant  comptés  positifs  de  droite  à 
gauche,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  partir 
deOX; 

C  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  de  son  axe  de 
figure^ 

A  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  des  deux  axes 
OX,,OY,; 
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/  Tangle  que  la  direction  du  pôle  boréal  fait  avec  i  axe 
OZ. 

L'équation  des  forces  vives  sera 

A  (/?»  -h  ^»)  -h  Cr»  =  const. 

Si  nous  nommons  N  la  somme  des  moments  des  forces 
centrifuges  composées  autour  de  l'axe  de  révolution,  nous 
aurons,  d'après  les  formules  d'Euler  (page  i6i), 

dt 

Ces  deux  équations  suffiront  pour  déterminer  le  mouve- 
ment, quand  p,  ^  et  N  seront  exprimés  en  fonction 
de  r  et  de  (|i  5  car,  d'après  les  relations  (2) ,  où  Ton  doit 

faire  0  =  -5  on  a  ff=frdt\  et  d'ailleurs  il  est  évident 

que  les  deux  variables  (p  et  ^  suffisent  pour  fixer  la  posi- 
tion du  corps. 

Les  relations  (2)  donnent,  en  faisant  d  =  -9 


TT 
2 


d^  d^ 

en  sorte  que  l'équation  des  forces  vives  devient 

(3)  A^ -f-Cr'  =  const. 

or 

Il  reste  à  calculer  la  somme  de  moments  désignée  parN. 
Ne  considérant  d'abord  qu'une  seule  molécule  (a:, ,  jj,  Zi), 
on  trouve,  pour  expression  du  moment  de  la  force  cen- 
trifuge composée  qui  la  sollicite, 

/       dz^  dxA  (       dfx  dz,\ 
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OU,  si  l'on  remplace  -^9  -—-%  — '  parleurs  valeurs, 

—  2>-,  [r,  (rx,  — />  z, )  —  7,  (/?7-,  —  7  j:, )]. 

Pour  obtenir  la  somme  N,  il  faut  multiplier  l'expres- 
sion précédente  par  Télém^it  de  masse,  et  Intégrer 
entre  les  limites  du  corps.  Cette  intégrale  se  réduit  au 
binôme 

^(P7t-'qPi)  =  C  -^(^.sin^p— /?,cos<p). 

Or,  si  Ton  nomme  p%  (f  ^  t^  les  composantes  de  la  vitesse 
de  rotation  de  la  terre  suivant  les  axes  OX ,  OY,  OZ ,  on  a 

/?'=  00  sin X  9     7'=  o,     /=  &>  cos> , 

/?,  =  ap'-^  a!q-\-  a'*r^  =  w  (sin>  cos<p  cos>(;  -h  cosX  siny), 
q^z^bp^-h  b^q*'^'  b'^r^  =  w  ( —  %m\  siof  cosAp  H-  cos>  cosy)  ; 

par  conséquent^ 

dr  d^ 

N     ou     C  -r=  —  C  »  sin>  cosnl^  -~? 
dt  '   dt 

(4)  /•  -H  w  sinX  sîn>|/  =  const. 

Telle  est  l'équation  qui  déterminera  le  mouvement ,  con- 
jointement avec  celle  des  forces  vives. 

Remplaçons  l'angle  ^  par  l'angle  m  =  ip ?  que  Faxe 

de  révolution  OZj  fait  avec  la  projection  de  l'axe  terres- 
tre sur  le  plan  directeur ,  et  nommons  p^  v ,  ^  les  valeurs 

initiales  de  r,  u, —•  Les  équations   (3)  et  (4)  pourront 

s'écrire, 

r —  p  4-  wsinX  (coS'i*  —  cosu)  =  o. 
H. 
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La  dernière  montre  que  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente du  corps  autour  de  son  axe  de  figure  ,  et  la  com- 
posante suivant  le  même  axe  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre ,  font  une  somme  qui  reste  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement. 

On  tire  de  ces  équations ,  en  éliminant  r  et  négli- 
geant le  terme  en  w*,  lequel  est  indépendant  de  p , 

du*  C 

6'=  2-06)  sinX  (cosu  —  cosu). 

Cette  équation  est  celle  d'un  pendule  simple,  de  longueur 

égale  à  Puni  té ,  dont  l'extrémité  serait  fixée  au  centre  de 

gravité  du  corps ,  et  qui  serait  sollicité  par  une  force  ^ale 

C         .  .  .  •  . 

à  -pwsinX,  dirigée  dans  le  plan  directeur  suivant  la 

projection  de  la  droite  qui  va  au  pôle  boréal.  L'angle  u 
représente  T angle  que  la  direction  du  pendule  fait  avec 
celle  de  la  force  ^  et  la  force  elle-même  est  positive  ou 
négative  suivant  que  p  est  positif  ou  négatif.  Le  demi-axe 
de  résolution  du  corps^  OZi ,  oscillera  donc  dé  la  même 
manière  que  ce  pendule. 

Plaçons  le  plan  directeur  dans  une  position  horizon- 
tale; la  position  moyenne  autour  de  laquelle  oscillera 
l'axe  de  révolution  sera  la  méridienne  du  lieu.  Cette  posi- 
tion et  la  direction  connue  de  la  verticale  nous  détermi- 
neront le  plan  méridien.  Plaçons  alors  le  plan  directeur 
dans  le  méridien,  La  position  moyenne  de  taxe  de 
révolution ,  dans  ses  oscillations  successives ,  coïncidera 
avec  la  ligne  des  pôles;  le  demi-axe  sur  lequel  un 
observateur  doit  être  placé  pour  voir  la  rotation  s'effec- 
tuer de  droite  à  gauche  dans  le  plan  équatorial  X^  O  Yj, 
sera  dirigé  vers  le  pôle  boréal.  En  effet,  la  position 
moyenne  du  pendule  répond  à  un  état  d'équilibre  stable  j 
par  conséquent,  la  somme  des  forces  vives  est  un  maïi- 
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mum  dans  cette  position.  Or  on  voit  que  le  maximum 
des  forces  vives  répond  à  «  =  0  oum  =  7t,  suivant  que 
p  est  positif  ou  négatif. 

Conservons  le  plan  directeur  en  coïncidence  avec  le 
plan  méridien,  et  faisons  en  sorte  que  les  oscillations  de 
Taxe  soient  très-petites.  La  durée  de  ces  oscillations  sera 


•  =  Vc 


A 

cette  durée  nous  fera  connaître  la  vitesse  de  rotation 
delà  terre,  car  on  tire  de  la  formule  précédente, 

__A  ^ 

"^  ~  G  pT»' 

Tous  ces  résultats  Intéressants  se  vérifient  à  Taide  du 
gyroscope  de  M.  Foucault. 

On  peut  encore  faire  plusieurs  autres  remarques  qui 
ne  sont  point  sans  intérêt.  Ainsi ,  F  axe  du  corps  se  dirige 
suivant  la  ligne  des  pôles  ^  toutes  les  fois  que  le  plan 
directeur  est  parallèle  à  cette  ligne. 

Si  Von  compare  les  carrés  des  nombres  de  petites  oS" 
dilations  accomplies  pendant  un  même  tempSy  dans  le 
plan  horizontal  et  dans  le  plan  méridien^  pour  une 
même  ^vitesse  initiale  de  rotation ,  leur  rapport  donne  le 
cosinus  de  la  latitude  du  lieu  de  V observation. 

Lorsque  le  plan  est  parallèle  à  Véquateur  terrestre, 
Vaxe  du  corps  tourne  d^ un  moui^ement  uni/orme  dans  le 
plan  directeur,  comme  si  la  terre  ne  tournait  pas. 

Cette  question  et  plusieurs  autres  du  même  genre  sont 
discutées  en  détail  dans  un  Mémoire  de  M.  Quet,  inséré  au 
tome XVin du /ottr/îa/ de  M.  Liouville, page  ai35  i853. 

6.  Déterminer  le  mouv^ement  du  régulateur  à  force 
centrifuge  de  Tf^att  (*),  en  admettant  que  la  masse 
^      ■■      i  ■  ■    ■  '"       ' 

(')  Vou  p.  gj. 

16. 
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des  tiges  soit  négligeable  vis^-à-vis  de  celle  des  boules. 
Si  Ton  nomme  /  la  longueur  de  chaque  tige,  <d  la  vi- 
tesse angulaire  du  plan  verlical  des  tiges,  a  Tinclinaison 
des  liges  sur  la  verticale ,  et  «o  la  valeur  initiale  de  a ,  ou 
trouve  l'équation 


dtz=z 


V^(cosa  —  cosa.)  [t. g  —  /w"^  (cosjc  H-  cosao)] 


7.  Un  système  pesant,  suspendu  à  r extrémité  d*un 
fil  qui  lui  permet  de  tourner  librement  autour  de  la  ver- 
ticale^ se  troui^e  à  la  surface  de  la  terre  dans  un  état  de 
repos  apparent^  des  ressorts  intérieurs  viennent  à  agir 
sur  ce  système,  et  changent  le  moment  d* inertie  autour 
de  la  verticale  du  point  de  suspension ,  sans  altérer  la 
masse.  Montrer  que  par  l'effet  de  ce  changement  le 
système  prendra  une  rotation  apparente  autour  de  la 
verticale ,  et  déterminer  la  vitesse  de  cette  rotation. 

Si  l'on  nomme  X  la  latitude  du  lieu,  A  le  moment 
d'inertie  autour  de  la  verticale  dans  l'état  primitif,  A' la 
nouvelle  valeur  de  ce  moment  d'inertie,  (o  la  vitesse  de 
rotation  de  la  terre  et  («)'  la  vitesse  de  rotation  apparente 
du  système  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  verticale  ,  on  trouve 


6)  SIDA. 


A' 

L'observation  de  la  vitesse  &>'  fera  connaître  la  latitude 
du  lieu. 

PoiifSOT,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris , 
t.  XXXII,  i85i,   i"sem. ,  p.  206. 
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CHAPITRE  XL 

FORCES   INSTANTANÉES. 


On  nomme  forces  instantanées  ou  percussions ,  des 
forces  qui  peuvent  produire  un  eiïel  considérable  en 
agissant  pendant  un  temps  inappréciable. 

Lorsqu'on  cherche  à  déterminer  le  mouvement  d'un 
système  de  points  soumis  à  des  forces  instantanées,  on 
peut,  pendant  l'instant  de  leur  action,  négliger  l'action 
des  forces  continues  qui  sollicitent  le  système ,  parce  que 
l'effet  de  ces  dernières  forces  est  incomparablement  moin- 
dre que  celui  des  premières  pendant  ce  court  instant. 
On  peut  encore  supposer  que  le  système  reste  immobile 
pendant  l'action  des  forces  instantanées;  car,  en  réalité, 
il  ne  se  déplace  que  de  quantités  inappréciables.  En  un 
mot,  on  peut  traiter  la  durée  de  l'action  comme  un  infi- 
ninient  petit  dans  tous  les  calculs  relatifs  aux  forces  in- 
stantanées, et  les  calculs  seront  d'autant  plus  exacts  que 
la  durée  de  l'action  sera  plus  petite. 

D'après  cela,  soient 

m  la  masse  d'un  point  du  système; 

X ,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
instantanées  qui  lui  sont  appliquées,  considérées  comme 
des  forces  continues  ; 

(-7-  I    sa  vitesse  avant  l'action  de  ces  forces: 
dtjo 

—  sa  vitesse  après  l'action  de  ces  forces  •, 

^0  l'époque  à  laquelle  l'action  commence; 
B  la  duri'e  très-courte  de  l'action; 
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dx^  âjr^  âz  les  projections  d'un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons . 

Si  l'on  applique  le  principe  de  d'Alembert  et  celui  des 
vitesses  virtuelles  au  mouvement  communiqué  par  les 
forces  instantanées,  on  arrive,  par  une  simple  intégra- 
tion ,  k  Téquation  générale 


Zdz  Us 


dans  laquelle  le  signe  ^  indique  une  somme  relative  à 

tous  les  points  du  système. 

Cette  équation  est  semblable  à  celle  qui  représente  le 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels  sollicités  par 
des  forces  continues,  si  ce  n'est  que  les  forces  effectives 
sont  remplacées  par  les  quantités  de  mouvement  com- 
muniquées. Les  vitesses  communiquées  se  comportent 
donc,  dans  l'effet  des  forces  instantanées ,  comme  les  accé- 
lérations dans  l'effet  des  forces  continues.  En  particulier, 
lorsqu'une  force  instantanée  agit  sur  un  corps  solide ,  la 
quantité  de  mouvement  produite  est  celle  qui  serait  com- 
muniquée si  toute  la  masse  du  corps  était  réunie  au  cen- 
tre de  gravité  et  que  la  force  fut  appliquée  sur  ce  point. 

C'est  à  cause  de  cette  analogie  que  l'on  prend  pour 
mesure  d'une  force  instantanée  la  quantité  de  mouvement 
qu'elle  produirait  en  agissant  sur  un  corps  libre. 

Quand  on  étudie  le  mouvement  de  deux  corps  solides  qui 
viennent  à  se  choquer,  on  peut  déterminer,  pour  chaque 
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corps ,  le  mouvement  communiqué  au  centre  de  gravité,  et 
les  vitesses  de  rotation  produites  autour  des  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  à  ce  point.  L'équation  générale 
qui  résulte  du  principe  de  d'Alembert  combiné  avec  celui 
des  vitesses  virtuelles  suffit  pour  cette  détermination, 
quand  la  force  du  choc  est  connue  5  car,  jointe  aux  équa- 
tions de  liaisons,  elle  donne  six  équations  distinctes  pour 
chaque  corps,  et  le  mouvement  d'un  corps  solide  dépend  en 
effet  de  six  variables  :  trois  vitesses  de  translation  et  trois 
vitesses  de  rotation.  Si  Ton  veut  déterminer  la  force  du 
choc  en  fonction  des  vitesses  qui  animent  les  corps  immé- 
diatement avant  leur  rencontre,  il  faut  se  procurer  une 
nouvelle  équation,  en  exprimant  qu'à  la  fin  de  la  première 
période  du  choc,  c'est-à-dire  à  l'instant  ou  les  corps 
cessent  de  se  comprimer  et  commencent  à  reprendre  leur 
forme  première,  la  vitesse  du  point  de  contact,  estimée 
suivant  la  normale  commune  aux  deux  surfaces ,  est  la 
même,  soit  qu'on  regarde  ce  point  comme  appartenant 
à  l'un  des  corps  ^  soit  qu'on  le  considère  comme  appar- 
tenant à  l'autre. 

1*.  Déterminer  la  vitesse  d'un  projectile  à  Vaide  du 
pendule  balistique. 

Le  pendule  balistique  se  compose  d'une  forte  pièce  de 
bois,  suspendue  par.  des. tiges  de  fer  à  un  axe  horizontal 
autour  duquel  elle  peut  osciller  librement.  Le  pendule 
étant  en  équilibre,  on  dirige  horizontalement  une  balle 
sur  la  pièce  de  bois  5  la  balle  entre  dans  la  pièce,  s'y  fixe 
et  communique  au  pendule  des  oscillations  dont  l'ampli- 
tude est  propre  à  faire  connaître  la  vitesse  de  la  balle  à 
l'iustant  du  choc. 

Considérons  le  pendule  joint  à  la  balle  qui  s'y  est  fixée. 

Soient 

M  la. masse  du  système  formé  par  les  deux  corps  ^ 
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k  le  rayon  de  gy ration  autour  de  l'axe  de  suspeàsion  ; 

&>  la  vitesse  angulaire  à  la  fin  du  choc  *, 

b  la  hauteur  dont  le  centre  de  gravité  s'ëlève  pendant 
la  première  demi-oscillation  ; 

m  la  masse  de  la  balle  ^ 

f/  la  vitesse  qui  Panimait  immédiatement  avant  le 
choc  ; 

a  la  distance  de  Taxe  à  la  direction  de  cette  vitesse. 

La  quantité  de  mouvement  que  possède  la  balle  im- 
médiatement avant  le  choc  a,  par  rapport  à  Taxe  de 
suspension,  un  moment  égal  à  may.  La  quantité  de 
mouvement  qui  anime  le  système  immédiatement  après 
le  choc  a ,  par  rapport  au  même  axe,  un  moment  égal  à 
MA'w.  Ces  deux  moments  doivent  être  égaux  ^  donc 

Il  en  résulte  que  la  force  vive  du  système  à  la  fin  du 
choc  est  exprimée  en  fonction  de  i^  par  la  relation 


M^--' 


Cette  force  vive  s'épuise  tout  entière  pendant  la  pre- 
mière demi-oscillation  ]  par  suite ,  elle  est  égale  en  valeur 
numérique  au  double  du  travail  de  la  pesanteur  pendant 
le  même  temps  ,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


Mit» 


=  2Mgb; 


d'où 

(A)  t>=z  —  s/^. 

*     ^  ma 

Cette  dernière  formule  résout  la  question  proposée  ; 
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mais  il  sera  préférable  d'exprimer  la  vitesse  de  la  balle 
en  fonclion  de  quantités  faciles  à  observer. 

Soient  T  la  durée  commune  des  petites  oscillations  que 
le  pendule  exécute  quand  la  balle  s'y  est  fixée  *, 

9  Tamplitude  d'une  demi-oscillation  supposée  très- 
petite  5 

c  la  corde  de  l'arc  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
dans  une  demi-oscillation  ; 

P  le  poids  de  la  balle  et  du  pendule  réunis  *, 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces  deux  corps 
à  Taxe  de  suspension  y 

p  le  poids  de  la  balle. 

On  aura 

TT^  I  

T  =  "7=>        C  =:  2/isin-Ô  =  vaA^, 

P  =  Mg,     p  =  mg; 
et,  par  conséquent  (A), 

V  =  ^ —  T. 
n  ap 

Pour  que  Taxe  n'épouve  aucune  percussion ,  on  diri- 
gera la  balle  sur  le  centre  d'oscillation.  Si,  de  plus,  la 
balle  vient  se  fixer  dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  par 
le  centre  de  gravité,  la  durée  des  oscillations  ne  sera  pas 
altérée  par  l'addition  du  nouveau  corps,  seulement  le 
centre  de  gravité  sera  légèrement  abaissé. 

On  peut  encore  déterminer  la  vitesse  initiale  d'un  pro- 
jectile, en  suspendant  l'arme  à  feu  en  forme  de  pendule 
dans  une  position  horizontale,  et  observant  les  oscilla- 
tions produites  par  la  réaction  de  la  décharge.  Cette  mé- 
thode est  souvent  préférée,  ou  combinée  avec  la  première. 
Les  formules  restent  les  mêmes,  si  ce  n'est  que  les  quan- 
tités M,  Âr,  A,  P  se  rapportent  alors  au  pendule  diminué 
de  la  charge. 
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Le  pendule  balistique  a  été  inventé  en  1 74^  »  P^i"  Robins 
[Ne\v  principles  of  Gunnery).  Les  expériences  les  plus 
célèbres  pour  déterminer  avec  cet  appareil  la  vitesse  des 
projectiles  de  guerre,  furent  exécutées  de  1783  à  1791,  à 
Woolwicb,  sous  la  direction  de  Hutton.  D'après  ces 
expériences ,  la  vitesse  initiale  d'un  boulet  de  a4  livres 
est  ordinairement  comprise  entre  5oo  et  700  mètres  par 
seconde;  celle  d'une  balle  lancée  par  un  fusil  d'infanterie 
est  de  4oo  ou  5oo  mètres,  et  celle  d'une  bombe  est  d'en- 
viron 3oo  mètres. 

2.  Un  corps  de  musse  M  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
avec  la  "vitesse  angulaire  tù;  un  autre  corps  y  de  niasse  m, 
d'élasticité  e,  et  animé  de  la  ^vitesse  %^,  vient  à  le  heurter 
perpendiculairement  sur  une  Jace  plane  gui  passe  par 
Paxe  de  rotation.  Il  s^agit  de  déterminer  la  force  du 
choc  y  le  changement  produit  dans  les  vitesses  y  et  de 
tix>uver  le  point  ou  doit  frapper  le  corps  m  pour  quil  lui 
soit  communiqué  la  plus  grande  vitesse  possible. 

Soient 

Al  le  rayon  de  gyration  du  corps  M  autour  de  l'axe  de 
rotation  ; 

a  la  distance  du  point  de  choc  à  cet  axe  \ 

B  la  force  du  choc  ; 

iù'  la  vitesse  angulaire  du  corps  M  inunédiatement 
après  le  choc; 

i^'  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  corps  m  au  même 
instant. 

Les  vitesses  seront  toutes  comptées  positives  dans  le 
sens  du  mouvement  qui  anime  au  commencement  du 
choc  le  point  du  corps  M  qui  reçoit  la  percussion. 

La  quantité  de  mouvement  communiquée  et  la  force  du 
choc  doivent  se  faire  équilibre  sur  chacun  des  deux 
corps  5  en  tenant  compte  de  la  liaison  qui  oblige  le  corps 


X 
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M  à  rester  uni  avec  Taxe  fixe.  De  là  résultent  les  deux 

équations 

/»{p'  — Pj==  B, 

Nous  obtenons  une  troisième  équation  ,  en  exprimant 
que  les  points  en  contact  ont  la  même  vitesse  à  l'instant 
où  les  corps  cessent  de  se  comprimer.  Si  les  corps  avaient 
une  élasticité  nulle,  cette  équation  serait 


par  suite,  nous  aurions 


B  =  /wM/' 


-♦-Mit» 

Mais,  puisque  les  corps  ont  une  élasticité  e,  le  choc 
comprend  une  seconde  période ,  pendant  laquelle  la  quan- 
tité de  mouvement  communiquée  à  chaque  corps  est  égale 
au  produit  du  nombre  e  par  la  quantité  de  mouvement 
communiquée  suivant  la  même  direction  dans  la  pre- 
mière période.  Donc  la  percussion  totale  est  plus  grande 
qu'au  cas  d'une  élasticité  nulle  dans  le  rapport  de  i  +  e 
à  I ,  et  nous  avons , 

m  (p  — p)  =    ^ - 

Ces  équations  font  connaître  immédiatement  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées,  exprimées  en 
fonctions  de  quantités  connues  qui  ne  dépendent  que  des 
circonstances  initiales. 

La  dérivée  de  f^'  —  v  relative  à  a  s'annule  pour 


«  =  -±:i/-  +  - 


k\ 
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La  valeur  de  a  qui  rëpoud  au  signe  supérieur  du 
radical  rend  négative  la  dérivée  seconde.  Elle  est  donc 
la  distance  à  Taxe  du  point  où  doit  frapper  le  corps  m 
pour  que,  toutes  choses  égales ,  la  vitesse  communiquée, 
soit  au  corps  m^  soit  au  corps  M  ,  acquière  indépendam- 
ment du  signe  la  plus  grande  valeur  possible.  Cette  dis- 
tance croit  avec  le  rapport  des  vitesses  -?  et  avec  le  rap- 
port des  masses  —  Si  le  corps  m  est  en  repos  avant  le 

choc,  la  distance  dont  il  s'agit  est  inversement  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  la  masse  m  ,  le  corps  M 
restant  le  même. 

Ce  problème  trouve  son  application  au  jeu  de  paume. 
L'ensemble  de  la  raquette  et  du  bras  du  joueur  est  alors  le 
corps  désigné  par  M ,  tandis  que  la  paume  est  le  corps  m. 

3.  Nous  avons  déjà  montré  (page  i8o,  problème  \) 
qu'une  sphère  homogène ,  en  mouvement  sur  un  plan  ho- 
rizontal, décrit  d'abord  une  parabole ,  et  finit  toujours  par 
prendre  un  mouvement  rectiligne  quand  tout  glissement  a 
cessé.  Nous  avons  observé  que  la  vitesse  et  la  direction  de 
ce  mouvement  rectiligne  final  ne  dépendent  en  aucune  fa- 
çon du  frottement  qui  s'est  exercé  dans  la  première  partie 
du  mouvement.  U  y  a  plus  :  si  le  mouvement  de  la  sphère 
est  produit  par  une  percussion  y  la  vitesse  et  la  direc^ 
tion  du  mouvement  rectiligne  final  ne  dépendent 
nullement  de  la  force  instantanée  de  frottement  qui 
se  produit  pendant  le  choc  entre  la  sphère  et  le  plan , 
quel  que  soit  le  point  de  la  sphère  qui  ait  reçu  la  per- 
cussion, et  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  force. 
Cette  dernière  proposition  et  les  conséquences  remar- 
.  quables  qui  s'ensuivent  feront  l'objet  de  cet  article. 

Pour  nous  fixer,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  d'une 
bille  de  billard,  mise  en  mouvement  par  un  coup  de  queue 
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incliné  au  tapis  et  donné  sur  un  point  quelconque  de  la 
bille. 

Nous  conserverons  la  notation  du  problème  cité,  en 
prenant  le  plan  vertical  des  xz  parallèle  à  la  direction 
du  coup  de  queue.  De  plus  ,  npus  nommerons 

B  la  force  du  coup  de  queue  5 

a  l'inclinaison  de  cette  force  sur  l'horizon  \ 

h  la  distance  horizontale  du  centre  de  la  bille  au  plan 
vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive  quand  le 
plan  est  à  droite  du  centre  par  rapport  au  joueur; 

k  la  plus  coiirte  distance  entre  la  direction  de  la  force 
et  l'horizontale  menée  par  le  centre  perpendiculairement 
au  plan  vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive 
quand  la  direction  de  la  force  passe  au-dessus  de  l'hori- 
zontale du  centre. 

Enfin,  nous  représenterons  par  F^.  et  F^  les  compo- 
santes de  la  force  instantanée  de  frottement  qui  se  déve-, 
loppe  entre  la  bille  et  le  tapis ,  dirigées  suivant  les  axes 
horizontaux  des  x  et  des  y. 

Écrivant  que  les  quantités  de  mouvement  communi- 
quées font  équilibre  aux  forces  instantanées,  on  obtient 
les  équations 

Mko  =  Bcosa-H  F,  . 
Mpo=  Fr, 

(A)  (^   ^Mp»/?o  =  —  B/isina-+.  pF^, 

|Mp'^.  =  BX— pF,. 

Il  s'agit  de  calculer,  à  Taide  de  ces  relations,  les 
valeurs  des  composantes  a  et  i  de  la  vitesse  rectiligne 
finale  suivant  les  axes  des  x  et  des  j^  exprimées  en  fonc- 
tion des  forces  B,  F.,,  et  F^. 
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Or  on  a  trouvé  (page  182)  les  expressions 

et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres 
en  fonction  des  forces,  puisque  les  équations  (A)  don- 
nent immédiatement  les  valeurs  de  u^,  i'©»  Po  ®^  ^o-  On 
obtient 

5  B  p cos a  -^  k         ,        S  B  hma 
a  =: ' 9      b  =i 

7  M  p  7  M       p 

Ces  valeurs  étant  indépendantes  de  F,  et  de  F^ ,  le 
théorème  est  démontré. 

Pour  que  la  bille  ne  dévie  pas  de  la  direction  du  coup , 
il  faut  que  b  soît  nul ,  ce  qui  exige  qu'on  ait  a  =  o,  ou 
bien  h  =  o. 

Ainsi,  la  bille  ri  ira  en  ligne  droite  dans  la  direction 
de  la  queue  qu  autant  que  cette  direction  sera  hori- 
zontale ;  ou  bien,  si  elle  ne  l'est  pas,  qu'autant  que 
le  plan  vertical  du  choc  passera  par  le  centre  de  la 
bille. 

Dans  les  autres  cas ,  le  signe  de  b  indique  de  quel*  côté 
marchera  la  bille  dans  son  état  final.  On  voit  que  la 
bille  se  déifie  de  la  direction  du  choc  en  se  portant  du 
côté  où  elle  a  été  frappée. 

On  peut  dire  quelque  chose  de  plus  précis  encore  sur  la 
direction  du  mouvement  rectiligne.  Car,  si  Ton  nomme  / 
la  distance  du  tapis  au  point  où  la  direction  du  choc  va 
percer  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  perpendiculai- 
rement au  plan  vertical  du  choc ,  on  a 

h  z=[l  —  p)  cosa; 
d'où 

_  5  B  /cosa 

''""tm    p 
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et,  par  suite, 

b  h 


a        Icota 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  direction  Jinale 
de  la  bille  est  parallèle  à  la  ligne  qui  va  de  son  point 
d'appui  au  point  où  la  direction  du  choc  perce  le  tapis. 
Il  en  résulte  que  la  bille  finit  par  reculer  si  la  ligne 
du  choc  perce  le  tapis  en  deçà  du  point  d'appui. 
GoRioLis,  Théorie  math,  des  effets  du  Jeu  de  billard  y  c.  VŒ. 

4.  Si  l'on  conçoit  que  les  liaisons  d'un  système  de 
points  matériels  en  mouvement  soient  changées  à  un 
instant  donné  y  ou  ^  pour  mieux  dire ,  dans  un  inten^alle 
de  temps  très-court  y  la  somme  des  forces  vives  acquises 
auant  cet  instant  swpassera  celle  qui  aura  lieu  immé- 
diatement après  y  d'une  quantité  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  correspondantes  aux  vitesses  perdues  dans 
le  passage  du  premier  état  du  système  au  second. 
Démontrer  ce  théorème. 

On  entend  par  vitesse  perdue  pour  chaque  point,  la 
vitesse  qui ,  composée  avec  celle  que  possède  le  point 
après  le  changement  des  liaisons ,  donne  pour  résultante 
la  vitesse  du  point  avant  le  changement  des  liaisons. 

On  suppose  les  liaisons  exprimées  par  des  équations, 
entre  les  coordonnées  des  différents  points,  qui  ne  con- 
tiennent pas  le  temps  explicitement. 

Observons  d'abord  qu'il  est  généralement  impossible 
qu'une  nouvelle  liaison  s'établisse  instantanément;  mais 
qu'il  faut  un  certain  temps  9  pour  que  le  système  par- 
vienne à  l'état  où  il  vérifie  la  liaison  nouvellement  in- 
troduite 9  ce  temps  pouvant  d'ailleurs  être  imaginé  aussi 
petit  qu'on  le  voudra. 

En  effet,  soit 

L  =  o 
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réqualion  qui  exprime  une  nouvelle  liaison  introduite  à 
Tépoque  ^o- 

Lorsque  cette  équation  est  satisfaite,  on  a 

2/dLdx       dLdy       d'Ldz\  
XdiTt^lyTt^'didt)  ■"*^' 
x^y^z  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 

système ,  et  le  signe  V'  indiquant  une  somme  relative  à 

tous  les  points.  Or,  si  Ton  nomme  a,  i,  c  les  com- 
posantes de  la  vitesse  du  point  [x^y^  z)  suivant  les 
axes,  à  l'époque  ^©j  il  est  clair  qu'on  n'aura  pas,  en 
général , 

^  fdh         dh  ^      dL    \ 

puisqu'il  n'existe  aucune  relation  entre  la  fonction  L  et 
les  vitesses  a^b  ^  c.  Donc  il  faut  admettre  que  la  liaison 
L=  o  n'est  point  satisfaite  à  l'époque  fo  5  mais  seulement 
à  une  époque  postérieure  f©  -f-  6« 

On  voit  encore  cela  d'une  autre  manière ,  en  observant 
que  les  réactions  occasionnées  par  l'introduction  de  la 
liaison  nouvelle,  ne  peuvent  changer  la  vitesse  et  la  direc- 
tion du  mouvement  d'une  quantité  finie  pendant  un 
temps  nul. 

•  •  Pour  représenter  analytiquement  les  phénomènes  qui 
s'accomplissent  pendant  Tintervalle  de  temps  6,  il  faut 
concevoir  que,  à  partir  de  l'époque  fo?  jusqu'à  l'époque 
fo  -f-  ^  5  la  fonction  donnée  L ,  au  lieu  d'être  égale  à  zéro , 
soit  égale  à  une  fonction  de  t  assujettie  à  ces  conditions 
de  s'annuler  aux  époques  ^0  5  ^0  -f-  9  5  et  d'avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  l'époque  t^-\-Q  el  numériquement  égale  à  la 

w-«  ( dYi  dh  -        e/L    \  ,,,  ,.. 

somme  2à  [di  " '^  IP  ^  ^  li")  ^^^  ^  époque  t,  (»). 

(')  Par  exemple,  s'il  s^agit  d'un  point  libre  qui  tout  à  coup  se  trouTC 


I 
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Cela  posé,  venons  à  la  démonstration  du  théorème. 
Pendant  le  temps  très-court  0,  nous  pouvons  négliger  les 
forces  continues  qui  sollicitent  les  points  du  système, 
vis-à-vis  des  forces  instantanées  qui  naissent  des  liaisons 
nouvelles;  nous  pouvons  aussi  négliger  les  quantités  très- 
petites  dont  varient  les  coordonnées  des  différents  points 
pendant  le  même  temps,  vis-à-vis  des  variations  des  vi- 
tesses. 

Ainsi  9  pendant  le  temps  9,  l'équation  du  mouvement  est 

et  les  déplacements  virtuels  Sx^  iy^  âz  peuvent  être 
considérés  comme  constants. 

Intégrons  cette  équation  entre  les  limites  ^0  ?  ^o-i-S»  et 
nommons  ai ,  ii ,  Ci  les  composantes  de  la  vitesse  du 
point  m  à  l'époque  f©  H-  &•  H  vient  d'abord 

ActueUement,  si  nous  prenons  pour  déplacements  virtuels 


Hé  à  Forigine  des  coordonnées  par  une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile 
autour  de  Torigine.  Alors,  en  désignant  par  x^jX^,  ff«  les  coordonnées  du 
point  mobile  à  Fépoque  t^ ,  l'équation  de  liaison  sera 

Mais,  pendant  le  temps  très-court  qui  sépare  les  deux  ^»oques  f,  et  t^-i-ô, 
on  aura  une  équation  telle  que  celle-ci , 

La  fonction  de  t  qui  figure  au  second  membre  représente  la  petite  quan- 
tité dont  varie  le  carré  de  la  longueur  de  la  tige ,  en  vertu  de  Félasticité 
du  corps.  Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  n'est  pas  permis  de  sup- 
poser les  corps  tout  à  fait  incompressibles ,  sinon  on  serait  forcé  d'ad- 
mettre des  percussions  infinies,  et  le  calcul  n'aurait  plus. de  sens. 

II.  17 
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les  déplacements  effectifs  afdi,  b^dt^  c^dt^  nous  obte- 
nons ,  en  divisant  par  dt , 

ou ,  ce  qui  est  identiquement  la  même  équation , 

Or  cette  dernière  formule  exprime  précisément  le 
théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer  (*). 

C0EOIJ.À1&E  I.  —  Supposons  qu'à  l'époque  t«  +  S,  on 
ajoute  encore  de  nouvelles  liaisons 

L'=o,..., 

qui  laissent  subsister  les  premières.  Désignons  par  &  le 
temps  très-court  qui  s'écoule  avant  que  ces  nouvelles 
liaisons  soient  satisfaites,  et  par  ^i,  ii,  c^  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  m  à  l'époque  U-\-Q  +  9,  Nous 
aurons  de  même 

=  2i»[(a.-a,)»-H(é,_*,)'+(e.-c.)'], 
et,  par  suite, 

H- 2'»[(«. -«.)'  +  (*' -*0'+('^.'-c,)']. 
(  '  )  Cette  démonstration  nous  a  été  indiquée  par  M.  Sturm. 
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Mais  nous  aurious  pu  intégrer  Téquation  du  mou* 
vement  (A)  par  une  seule  opération  entre  les  limites 
'05  to-hd-h^^  et  prendre  ensuite  pour  déplacements 
virtuels  les  déplacements  effectifs  dans  l'état  final,  savoir 
a^dt^  bfdt,  Ctdt\  par  ce  calcul  nous  aurions  obtenu  l'é- 
quation 

D'après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Des  points  matériels  en  mouvement  et  soumis  à  des 
liaisons  indépendantes  du  temps  ayant  certaines  vitesses 
acquises  à  un  instant  donné  j  si  Von  conçoit  quà  cet  in- 
stant  on  ajoute  successii^ement  aux  liaisons  données  un  y 
deux  y  trois  ^. ,  .  systèmes  de  nouç^elles  liaisons  indépen- 
dantes du  temps,  et  que  l'on  considère  la  série  des 
vitesses  que  prendra  chaque  point  dans  les  états  succes- 
sifs du  système^  r  excès  de  la  somme  des  forces  visses  de 
ce  système  dans  son  état  primitif  sur  la  somme  des  forces 
vitres  qu'il  possédera  élans  son  dernier  état  pour  lequel 
le  nombre  des  liaisons  est  le  plus  grand ,  sera  égale,  soit 
à  la  somme  des  forces  vives  correspondantes  aux  vi- 
tesses perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier  état 
au  dernier,  soit  encore  à  la  somme  des  forces  vivres  cor- 
respondantes aux  vitesses  perdues ,  en  supposant  que 
le  système  passe  successivement  de  son  premier  état  au 
second j  puis  du  second  au  troisième ^  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier. 

CoKOLLAiRE  II.  —  Le  théorème  qui  nous  occupe  com- 
prend, comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Camot 
sur   la   perte  de  force  vive   produite  par   le   choc   des 

'7- 
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corps  dépourvus  d'élasticité  ;  car  ce  choc  peut  être  consi- 
déré comme  résultant  de  Tintroduction  de  nouvelles  liai- 
sons, par  lesqueUes  les  corps  sont  assujettis  à  se  toucher 
deui[  à  deux  en  des  points  déterminés. 

Il  comprend  encore  ce  théorème  de  Coriolis  (*)  :  La 
somme  des  forces  ^fwes  d'un  système  de  points  matériels 
à  une  époque  quelconque  de  son  moui^ement  est  égale  à 
la  somme  de  forces  vivres  que  prendraient  ces  points^  si, 
étant  animés  de  leurs-  vitesses  actuelles ,  ils  venaient  à 
former  à  cet  instant  un  système  de  figure  im^ariable 
assujetti  aux  mêmes  liaisons  quauparavanty.  plus  la 
somme  des  forces  villes  qu  auraient  ces  points  en  vertu 
des  seules  vàesses  relatii^es  par  lesquelles  ils  s'écartent 
des  positions  qiiils  occuperaient  dans  le  système  so- 
lidifié. 

Citons  aussi,  comme  conséquence  immédiate  de  la 
théorie  qui  nous  occupe,  ce  théorème  de  Lagrange  (*)  : 
La  force  vii^e  initiale  communiquée  par  des  percussions 
à  un  corps  solide^  mobile  autour  d'un  point  fixe,  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  la  force  vive  qui  serait 
communiquée  au  corps  par  les  mêmes  percussions  y  s'il 
était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  différent  de 
l'axe  spontané.  La  théorie  actuelle  va  plus  loin^  elle 
nous  montre  que,  dans  la  rotation  autour  de  Taxe  spon- 
tané, la  force  vive  est  toujours  un  maximum  et  jamais  un 
minimum  ('). 

Sturm  ,   Comptes  rendus  de  l'Jcad.  des  Sciences  de  Paris , 
t.  Xni,  i84i,  ^*  sem.,  p.  io46. 

5.    Un  cylindre  homogène ,  dont  l'axe  est  fixé  dans 

(*)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  XXIV"  cahier,  p.  gS. 
(")  Mécanique  analytique,  1I«  partie,  sect.  m,  §  87. 
(')  M.  Delaunay  a  fait  le  premier  cette  distinction  entre  le  maximum 
et  le  minimum  {Journal  de  M.  Liou  ville,  t.  V,  p.  255;  18^0  ). 
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une  position  horizontale ,  tourne  as^ec  une  vitesse  don- 
née cù,  en  enroulant  un  fil  inextensible  et  sans  masse  qui 
porte  un  point  matériel  de  poids  P.  Ce  point  est  d^ abord 
soutenu  au-dessous  du  cylindre  à  une  distance  de  F  axe 
égale. à  i,  en  sorte  que  le  cylindre  n'éprouve  aucune 
résistance  tant  que  la  longueur  du  fil  qui  n*est  point 
enroulé  est  supérieure  à  cette  distance.  On  demande  de 
déterminer  celte  distance  b ,  de  manière  que  la  vitesse 
du  système  soit  épuisée  à  Tins  tant  précis  ou  le  point 
matériel  vient  toucher  la  surface  du  cylindre,  et  d'as- 
signer, dans  ce  cas ,  la  durée  de  l'ascension  du  point. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  m  sa  masse  et  k  son 
rayon  de  gyration  autour  de  l'axe. 

On  trouve 


(?«>+...)' 


et  la  durée  de  Tascension  est 


flP 

W.  W. 

6.  Un  cylindre  homogène  dépourvu  d'élasticité  roule 
sans  glisser  sur  un  plan  incliné,  lorsqu'il  rencontre  un 
second  plan  parallèle  à  son  axe  et  sur  lequel  tout  glis- 
sement est  impossible.  Déterminer  la  limite  inférieure 
de  l'angle  dièdre  des  deux  plans  au  delà  de  laquelle 
Pascension  du  cylindre  sur  le  second  plan  ne  peut  avoir 
lieu^  et,  dans  le  cas  oii  cette  limite  n'est  pas  atteinte, 
trouver  la  viiesjse  avec  laquelle  le  cylindre  commence  à 
monter. 

La  limite  cherchée  est  -r» 

Si  Ton  nomme  a  l'angle  des  deux  plans ,  u  la  vitesse  de 
l'axe  du  cylindre  immédiatement  avant  la  rencontre  du 
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second  plan,  et  i^  la  vitesse  de  cet  axe  immédiatement 
après  la  rencontre ,  on  trouve 


I  —  2  CCS  a 
p= u. 


W.  W. 


7.  Un  corps  glisse  sur  un  plan  incliné  a^ec  une  vi- 
tesse connue,  lorsqu'il  rencontre  sur  le  plan  une  pe- 
tite saillie  qui  met  obstacle  au  glissement.  Déterminer 
la  force  du  choc  et  le  mouvement  communiqué,  en 
supposant  que  la  direction  du  choc  soit  située  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  incliné ,  dii^isant  le  corps 
en  deux  parties  symétriques. 

Il  suffit  de  considérer  le  système  en  projection  sur  le 
plan  de  symétrie ,  car  les  vitesses  communiquées  seront 
parallèles  à  ce  plan. 

Soient  m  la  masse  du  corps ,  a  la  longueur  de'  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  son  centre  de  gravité  sur  le  plan, 
b  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  à  la  saillie 
lors  de  la  rencontre,  k  le  rayon  de  gyration  du  corps  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  e  l'élasticité,  u  la  vitesse 
immédiatement  avant  le  choc ,  R  et  S  les  composantes  de 
la  force  du  choc  suivant  une  perpendiculaire  et  une  pa- 
rallèle au  plan  incliné ,  i/  et  (^  les  composantes  delà  vitesse 
du  centre  de  gravité  à  la  fin  du  choc  suivant  les  mêmes 
directions,  o)  la  vitesse  de  rotation  du  corps  à  la  fin  du 
choc  autour  de  son  centre  de  gravité. 

On  trouve 


R 

S 

mu(i  -Hc) 

ab" 

[i-{-e)ab        a''-e(b^-{'Â'')       {i-{-e)a        a^^b^-i-^' 
8.    Une  tige  dépourvue  d'élasticité,  qui  se  meut  p a- 
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rallèlement  à  elle-même  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
tement uni,  vient  heurter  contre  un  axe  fixe  perpen- 
diculaire au  plan.  Déterminer  la  force  du  choc  et  la 
position  de  la  tige  à  un  instant  quelconque  après  la 
percussion  y  en  négligeant  les  frottements. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige ,  k  son  rayon  de  gyration 
autour  du  centre  de  gravité ,  u  la  vitesse  avant  le  choc , 
c  la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  la  tige  qui 
reçoit  le  choc  et  B  la  force  du  choc.  Rapportons  le  centre 
de  gravité  à  deux  axes  coordonnés  OX ,  OY  dont  l'origine 
soit  au  pied  de  l'axe  fixe ,  le  premier  étant  dirigé  vers  le 
centre  de  gravité  à  Tinsjant  du  choc ,  et  le  second  du  côté 
où  la  tige  tend  a  avancer.  Désignons  par  a  l'angle  que  la 
direction  du  mouvement  avant  le  choc  fait  avec  Taxe  OY , 
cet  angle  étant  positif  du  côté  de  OX,  et  nommons  Q 
l'angle  dont  la  tige  a  tourné  dans  le  sens  de  rotation  qui 
amène  OX  vers  OY. 

L'origine  du  temps  étant  à  l'instant  du  choc ,  il  vient 
mk^uco%0L 

c'«  ces  a         ^        cacosa 

9.  Deux  billes  B  ^f  C  reposent  sur  un  plan  horizon- 
tal et  sont  en  contact.  Trousser  la  direction  dans  la- 
quelle une  troisième  bille  A,  qui  se  meut  sur  le  même 
plan  y  doit  venir  frapper  la  bille  B ,  pour  que  celle-ci 
parte  dans  une  direction  donnée.  Les  trois  billes  sont 
égales  y  peuy^ent  ay^oir  une  élasticité  quelconque,  et  se 
choquent  sans  frottement. 

Soient  A,  B,  C  les  centres  des  trois  billes  à  l'ÎDstant 
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du  choc,  CL  r angle  donné  GRD,  et  6  l'angle  cherclië  des 

deux  directionsBÂ,  CB. 

On  trouve 

I 
tangO  =  -  tanga. 

10.  Trois  billes  égales  h. ,  A',  A'',  de  masse  m,  d'élas- 
ticité e,  et  qui  sont  exemptes  de  Jrottement ,  sont  assu- 
jetties à  se  moui^oir  sur  un  même  plan  horizontal.  Les 
deux  dernières  sont  immobiles  et  se  touchent^  la  pre- 
mière vient  les  frapper  toutes  deux  au  même  instant^ 
avec  une  vitesse  donnée,  égale  à  u.  Détenniner  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées. 

Soient  v  la  vitesse  de  la  bille  A  immédiatement  après 
le  choc,  i^  la  vitesse  commune  des  deux  billes  A',  A'' 
au  même  instant,  et  B  la  force  du  cboc  qui  a  lieu  entre 
la  bille  A  et  Tune  quelconque  des  deux  autres. 

On  trouve 

I  sli 

Maglau&in  ,  Traité  des  Fluxions  y  1.  I ,  eh.  12  ,  §  5i5. 

1 1 .  Démontrer  que  la  force  vive  perdue  dans  les  chocs 
simultanés  de  plusieurs  corps  doués  dune  même  élasti- 
cité e,  est  égale  au  produit  de par  la  force  vive  due 

I  -t~  ^ 

aux  vitesses  perdues  (  *  ) . 

On  démontrera  ce  théorème ,  de  la  même  manière  que 


(')  Voir  t.  I,p.  2i5,  prob.  5. 
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le  théorème  de  Gamot  dont  il  est  la  généralisation ,  en 
exprimant,  par  Téquation  des  virtuelles,  qu'il  y  a  équi- 
libre entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvement 
communiquées ,  à  Tinstant  où  les  corps  cessent  dé  se  com- 
primer et  commencent  à  reprendre  leur  forme  première. 
Pour  effectuer  ce  calcul ,  il  suffira  d'observer  que  les  com- 
posantes des  vitesses  perdues  par  une  même  molécule 
pendant  les  deux  périodes  du  choc ,  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  de  i  à  ^. 

Duhamel,   Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXIV*  cahier, 
p.  I  ;  i832. 
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CHAPITRE  XII. 

LOIS   DES   PETITES   OSCILLATIONS. 


Proposons -nous  de  déterminer  les  petites  oscillations 
qu'exécute  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des 
liaisons,  qui  a  été  légèrement  écarté  d'une  position  d'é- 
quilibre stable.  Nous  supposerons,  comme  d'habitude,  les 
forces  indépendantes  du  temps. 

Les  équations  de  liaisons  nous  permettent  de  dévelop- 
per (*)  les  coordonnées  des  points  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  nouvelles  variables  m,  i^^  etc.,  qui  s'an- 
nulent pour  la  position  d'équilibre,  et  dont  le  nombre 
est  précisément  celui  qui  est  nécessaire  pour  fixer  la  po- 
sition des  points  en  ayant  égard  aux  liaisons.  Substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l'équation  générale,  si  souvent 
rappelée,  qui  est  fournie  par  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  et  le  principe  de  d'Alembert,  puis  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  chacune  des  variations  du^ 
âi'y  etc.,  nous  obtenons  des  équations  différentielles  qui 
représentent  rigoureusement  le  mouvement  du  système 


(*)  Ces  développements  pourront  s'effectuer  parla  formule  de  Maclaurin, 
lors  même  que  l'on  ne  saurait  pas  résoudre  les  équations  qui  lient  les 
coordonnées  aux  nouvelles  variables.  En  effet,  ces  équations,  étant  diffé- 
rentiées  plusieurs  fois  de  suite ,  donneront  les  expressions  générales  des  dé- 
rivées partielles  des  coordonnées  par  rapport  aux  nouvelles  variables  à 
l'aide  de  résolutions  successives  d'équations  du  premier  degré.  Rempla- 
çant dans  ces  expressions  les  nouvelles  variables  par  zéro  et  les  coordon- 
nées par  les  valeurs  correspondantes  à  l'état  d'équilibre  stable ,  on  aura 
les  coefficients  successifs  des  développements  cherchés. 
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à  l'aide  des  nouvelles  variables ,  dans  les  limites  où  les 
développements  effectués  restent  convergents. 

Ces  équations  sont  du  second  ordre,  et  ne  contiennent 
pas  de  terme  indépendant  des  variables  m,  t^^  etc.,  car 
elles  doivent  être  vérifiées  pour  la  position  d'équilibre  où 
toutes  les  variables  sont  égales  à  zéro.  Les  termes  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  u ,  ^'^  etc. ,  et  par  rapport  aux  dé- 
rivées de  ces  variables,  donnent  la  loi  des  petits  mouve- 
ments. Si  Ton  néglige  tous  les  autres  termes ,  les  équations 
deviennent  linéaires  à  coefficients  constants-,  elles  sont 
d'ailleurs  sans 'second  membre.  Leurs  intégrales  s'obtien- 
nent par  la  méthode  connue  ;  elles  sont  de  la  forme 

«=  A,sin  (v^^-ha,)  -+-  Ajsin(v/rj^-h  aj) -h.  . .  , 
if  =\i  A,,  sin  ( ^t  -h  a, )  -h  X,  A2 sin  (  ^r^t-^-oL^)  -H.. . . , 

A 1 ,  As ... ,  A  i ,  ûTj . . .  9  sont  des  constantes  arbitraires  qui,  dans 
chaque  cas  particulier,  se  déterminent  par  les  données 
initiales^  Ti,  Tj,  etc.,  sont  des  constantes,  racines  d'une 
même  équation  algébrique  dont  le  degré  est  égal  au  nom^ 
bre  des  variables  i/,  (^,  etc.  ^  Xi ,  Xt ,  etc.,  sont  des  coeffi- 
cients constants  qui  se  déduisent  de  t\  ,  Tj,  etc. 

Soit  n  le  nombre  des  variables  m,  p»,  etc.  L'expres- 
sion de  chacune  de  ces  variables  en  fonction  du  temps , 
est  généralement  une  somme  de  n  termes  tels ,  que  cha- 
cun d'eux,  pris  isolément,  représente  une  petite  oscil- 
lation de  même  nature  que  celle  d'un  pendule  simple. 
Toutes  ces  petites  oscillations  simples  se  partagent  en  n 
groupes,  pour  chacun  desquels  la  durée  de  l'oscillation 
est  la  même^  il  entre  généralement  une  oscillation  de 
chacun  des  groupes  dans  la  valeur  de  chaque  variable.  Le 
mouvement  du  système  autour  de  sa  position  d'équilibre 
est  donc  composé  d'oscillations  simples  et  simultanéev<^ 
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dont  le  nombre  est,  en  général,  celui  des  variables  néces- 
saires pour  fixer  la  position  du  système.  G^est  en  cela  que 
consiste  la  loi  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  dé- 
couverte par  Daniel  BernouUi  (*). 

Il  y  a  plus  :  supposons  que  pour  de  certaines  données 
initiales, 

du,         ,        dtf        , 


•  =  a.t      -r  — ^•'i  >•.  .  , 


le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 
que  pour  d'autres  données  initiales, 

:  t'j ,  •  •  •  , 


U  =  lh, 

V 

du 

dç 

7t 

le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

ainsi  de  suite. 

Pour  les  données  initiales  qui  sont  la  somme  des  pre- 
mières, 

a  =  «,-f-wj+ . . . ,      p  =  (;, +p,  +  ,  ..  ,      ..., 
du         ,  ,  /         / , 

le  mouvement  sera  représenté  par  la  somme  des  premières 
intégrales  , 

car   ces   dernières   expressions    vérifient  les  équalioas 
différentielles  linéaires  du  mouvement ,  et  se  réduisent 

(*)  lUém  de  VAcad,  de  Berlin,  1763,  p.  l'jZ^'-JSovi  Comment.  Peirop., 
t.  XIX,  1775,  p.  239. 
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aux  valeurs  initiales  données,  lorsqu'on  y  fait   «  =  o. 

Cette  loi  générale ,  d'après  laquelle  les  petits  mousse" 
ments  se  superposent  sans  se  nuire ,  donne  l'explication 
d'un  grand  nombre  de  phénomènes  relatifs  aux  ondula- 
tions des  liquides,  à  l'acoustique,  à  la  lumière,  etc. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  l'on  se  borne  à  la  pre- 
mière approximation.  Si  l'on  veut  une  détermination  plus 
exacte  du  mouvement ,  on  reviendra  aux  équations  rigou- 
reuses, on  substituera,  dans  les  termes  du  second  degré 
par  rapport  à  m,  v^  etc.,  et  par  rapport  à  leurs  dérivées,  les 
expressions  de  ces  quantités  en  fonction  du  temps  obte- 
nues à  la  première  approximation  -,  «puis ,  négligeant  tous 
les  termes  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  aura  de 
nouvelles  équations  qui  ne  diflféreront  des  premières  que 
par  l'addition  d'un  second  membre ,  fonction  connue  du 
temps.  On  en  déduira  d'autres  valeurs  de  li,  sf^  etc.,  plus 
approchées  que  les  premières  \  et  l'on  pourra  continuer 
ainsi,  par  la  méthode  des  approximations  successives, 
aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

\ .  Une  balance  or.^ 
dinaire ,  dont  le  fléau 
KM  reste  dans  un 
même  plan  vertical^ 
supporte  deux  poids 
égaux  P,  P^  suspen- 
dus à  des  fils  de 
même  longueur  kV, 
A'P  dont  on  néglige 
la  masse.  On  imprime 
à  cet  appareil  un  pe- 
tit mouvement  absolument  quelconque  qui  dérange  lé- 
gèrement V équilibre ,  et  Von  propose  de  déterminer  les 
oscillations  du  fléau  et  des  deux  poids. 
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Soient 

a  la  longueur  de  chacun  des  bras  du  fléau ,  considéré 
comme  une  droite  ; 

b  la  hauteur  de  Taxe  de  suspension  O  au-dessus  du 
fléau  ; 

/  la  longueur  de  chacun  des  fils  ; 

m  la  masse  de  chacun  des  poids  ; 

c  la  distance  de  l'axe  de  suspension  au  centre  de  gra- 
vité de  toute  la  partie  mobile,  les  poids  exceptés  ; 

M  la  masse  de  cette  partie  mobile  ; 

h  son  rayon  de  gy ration  autour  de  Taxe  de  suspension  ; 

Q  Tinclinaison  du  fléau  sur  l'horizontale; 

^  l'angle  que  le  fil  AP  fait  avec  le  plan  vertical  du 
fléau  ; 

(f  l'angle  que  le  même  fil  fait  avec  un  second  plan  ver- 
tical perpendiculaire  au  premier  \ 

^'  et  <p'  les  angles  analogues  pour  le  fil  A'P; 

T  et  T' les  tensions  des  fils  AP  et  A'  P'. 

L'origine  des  coordonnées  sera  le  point  de  suspen- 
sion O5  l'axe  OZ  sera  dirigé  dans  le  sens  delà  pesanteur, 
et  l'axe  OX  dans  le  plan  vertical  du  fléau  du  côté  du 
point  P;  a^5  ft  ^  seront  les  coordonnées  du  point  P; 
x\y' ^  z'  celles  du  point  P.  Nous  compterons  positives 
les  déviations  î{/,  (p,  i|;',  y',  quand  elles  tendront  à  augmen- 
ter les  coordonnées  x,  y^  oc\y'  \  nous  prendrons  l'angle  B 
positif  quand  l'extrémité  A  sera  soulevée. 

Les  équations  du  mouvement  des  points  P  et  P',  consi- 
dérés comme  des  points  libres,  seront  les  suivantes: 

d^x  T    .  d'jc'  V    .     , 

— -—  = sin  <p,      -— --  = sin  ©  , 

dt""  m        ^        dt^  m        ^' 

d'y        T  .  ,     rfy        r  .  ,, 

dr-  m         '  '       dt'  m        ^ 
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d'^z  T 

^=^— ~COSycos>I;, 

M^'— =  —  Mg'csin  e  —  T  cosnI/[a  cos((p  —  ô)  —  ^  sin  ((p  —  0)] 
4- T' cosf  [acos((p'— 0) -4- ^sin(<p'  — 0j]. 

Tîrant  les  valeurs  de  T  et  de  T' des  équations  en  z  et  ^', 
les  reportant  dans  les  autres  équations,  il  vient 


d^x      tang(p/         d^z\ 
IF'^TôT^y'^'dF)'^^' 

dt^  "^"^y  [f'^'dF)'^  ^' 
d^y      tang>I//         ^'2j\ 

-'      tang^^'  /         «r^z'X 


e/»0 

dt^  ^ 

«cos(<p  — ô) — ^sinf®  —  Ô)  /  e/^z\ 

cosç  \     ^  rff»/ 

iicosU'  — 0)-+-^àin((p'  — e)  /  e/V\ 

H L il L  img  —  m  --—  )=:o. 

costp'  \    ^  dt^  ) 

Ce  sont  là  les  équations  qui  représentent  le  mouvement , 
eu  égard  aux  liaisons. 

Il  faut  actuellement  exprimer  les  coordonnées  en  fonc- 
ti(Mi  des  variables  0,  ç,  ç',  ip,  ^'^  qui  s'annulent  dans  la 
position  d'équilibre ,  et  dont  le  nombre  est  précisément 
celui  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  position  du 
système  ;  puis  substituer  ces  expressions  dans  les  équa- 
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lions  précédentes,  en  négligeant  les  termes  du  second 
degré. 

Si  l'on  efTectue  de  suite  les  développements  des  coor- 
données ,  et  que  Ton  néglige  les  termes  d'un  degré  supé- 
rieur au  premier,  il  vient 

x-=.  h  sinO  -hflcosG  -f-  /sinç  cos^  =  ^ô-f-  «4- /y, 

zzr^h  cos  0  —  <i  sin  0  -h  /  cos  y  cosip  =  ft  —  a  0  -h  /• 

Les  valeurs  de  a/,j^,  i'se  déduisent  de  celles-ci  en  rem- 
plaçant y,  if  par  y',  t|;'  et  cliangeant  le  signe  de  «. 

Telles  sont  les  expressions  qu'il  faut  substituer  dans 
les  équations  précédemment  obtenues ,  en  même  temps 
qu'on  développera  suivant  les  puissances  des  variables 
0,  y,  ip,  q/,  ^j  en  négligeant  toujours  les  secondes  puis- 
sances, ainsi  que  les  produits  des  variables  par  leurs  dé- 
rivées. 

Effectuant  ces  calculs ,  et  posant 

M^»-f-2/wtf»  Vie 

mg  '^         m 

on  trouve  pour  les  équations  des  petits  mouvements , 

,  ,    ,d'B  d^f  ,  ^    ^d'9  d'f' 

^^^  ^■5^-+-y^"-^(?  +  î'')  =  ^- 

Les  équations  (3)  et  (4)  s'intègrent  séparément.  Leurs 
intégrales  sont 


(6) 


^  =  Csin^y/^ï  +  vj,     f  =  C'siii^y/^f4-7')- 
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Le  système  des  trois  autres  équations  n'est  point  altéré 
quand  on  échange  entre  elles  les  variables  (f  et  (f\  Il  s'en- 
suit que  ces  équations  admettent  la  solution  9  =  ç'. 
Toutefois,  il  est  une  solution  plus  générale.  Pour  qu'elle 
n'échappe  pas  au  calcul,  on  remplacera  les  équations  (i) 
et  (2)  par  leur  somme  et  leur  différence  •,  en  sorte  qu'on 
aura  à  intégrer  les  trois  équations 

L^équation  eu  ©  —  ç'  s'intègre  séparément.  Elle  donne 


.  — (p'  =  2Bsin(i/|r-4-py 


Quant  aux  deux  autres  équations,  si  Ton  y  substitue  les 
valeurs 

ô  =  Asinj(|^rf  H-a), 

«j)4-  •p'==2X  Asin(v^/-4-a), 

on  reconnaît  qu  elles  sont  satisfaites  ^  quand  /*  est  l'une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  du  second  degré 

et  que,  pour  chacune  de  ces  racines,  la  valeur  correspon- 
dante de  X  satisfait  à  la  relation 

À —  ■' — - — . 

L'équation  qui  donne  r  a  ses  deux  racines  positives ,  car 

les  valeurs  r  =  o,  =  ^î  =00  ,  substituées  dans  le  premier 

IL  iS 


1 
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membre,  donnent  des  résultats  alternativement  positifs  et 
négatifs. 

Soient  r,,  r,  ces  racines ,  et  Ai,  i,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X. 

lie»  intégrales  générales  seront 

'    Ô  =  A,sin(0^,r-fa,)-hA,sin(v^r,f-|-aJ, 
ç  =  t±l4.  ^.IIJL  ==X,  A.sin(^,^+ a.) 

(^j     J      -hîi,A,sin(v/r,fH-a,)-hBsîn(l^^/^-pJT 

.^l±Ll_lIlI^::3>,A,sin(v^nr-ha.) 

+  X,  A,  sin  (v^r,  f  -h  a,  )  —  B  sin  (  i^|  ^  -H  P  )  ' 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  dix  constantes  ar- 
bitraires Al,  A,,  B,  C,  C,  aj,  a,,  j3,  y,  /  par  la  condi- 
tion que ,  ponr  f  =  o ,  les  cinq  variables  et  leurs  cinq 
dérivées  se  réduisent  aux  valeurs  initiales  données.  Ce 
calcul  se  fera  sans  difficulté  ;  alors  les  valeurs  (6)  et  (  7  )  se- 
ront la  solution  complète  du  problème.  On  pourra  vérifier 
aisément  la  loi  de  la  superposition  des  petits  mouvements. 
Il  n'existe  ici  que  trois  espèces  d'oscillations  dont  les  pé- 
riodes soient  différentes ,  bien  qu'il  y  ait  cinq  variables. 
Celte  exception  à  la  règle  générale  provient  de  la  symétrie 
de  Tappareil.  De  plus ,  la  valeur  de  cbacune  des  variables 
ne  renferme  pas  toutes  les  espèces  d'oscillations.  Ceci  aura 
lieu  toutes  les  fois  que*  les  équations  du  mouvement 
se  partageront  en  plusieurs  groupes  séparément  inté- 
grables. 

Afin  de  donner  un  exemple  des  approximations  suc- 
cessives, déterminons  la   partie  principale  des  pertur- 
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l>iations  que  les  oscillations  du  fléau  produisent  sur  les 
oscillations  du  poids  P  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
fléau. 

U  nous  faut  revenir  à  Téquation  rigoureuse 


d'^y       tang^l^  /         d^z\  ___ 
"dF  "^   cos<p    \^       dFj  ~  * 


lUercher  parmi  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  pre- 
mier ,  et  qui  dépendent  de  6^  celui  qui  est  du  degré 
moindre,  y  remplacer  les  variables  par  les  valeurs  déjà 
trouvées,  puis  ajouter  ce  terme  à  Téquation  (3). 

Le  terme  en  question  est  +  aip  — ;  par  conséquent-, 

Téquation  qu  il  s'agit  d'intégrer  est  la  suivante  : 


cos| 


Elle  a  pour  int^rale  particulière 

4-  N. cos    (  v^.  4-  i/^  W  4-  «.  -+- 7 
-4-  M3C0S    l  \lr,  —  i/^  jr  4-  a,  —  7 

4-  N,cos    (  v/'^,!-  i/f  )^-+-«v-H7P 

16. 
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en  posant 

u.  =  -^ .    n.  =  -^ 

Celle  intégrale  parliculière,  ajoutée  à  Tîntégrale  gént'- 
rale  (6)  de  l'équation  sans  second  membre ,  forme  l'inté- 
grale générale  de  réquaiion  (8) ,  et  représente  le  mouve- 
ment troublé  quand  on  détermine  les  constantes  d'après 
les  valeurs  initiales. 

EuLER,  iVbw  comment,  Jcad.  Petrop.,  t.  XIX,  1775,  p.  -285- 

2.  Deux  points  pesants V^  P,  de  masses  m,  m',  sont 
fixés  à  des  hauteurs  différentes  sur  un  même  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  niasse,  qui  s'attache  à  un  point 
fixe  O.  Les  deux  poids  sont  d'abord  légèrement  écartés 
de  la  verticale,  sans  que  les  deux  parties  du  fil  cessent 
d'être  tendues  et  situées  dans  un  même  plan  vertical j 
puis  on  abandonne  le  système  sans  vitesse.  Trouver 
quels  doi\^ent  être  les  écarts  primitifs,  pour  que  chacun 
des  deux  poids  P,  P'  oscille  comme  un  pendule  simple. 

Soient  OP  =  /,  PP'  ==  n,  9  et  ç  les  petits  angles  que 
ces  parties  du  fil  font  d'un  même  côté  sur  la  verticale, 
Bf,  et  Ço  les  valeurs  initiales  de  ces  angles. 

On  trouve  que  les  petits  mouvements  des  deux  poids 
sont  représentés  par  les  formules 

0  —  A,cos\/r,  r-l-  Aacosy'rj^, 
(j.r="X,  Aicosy^r,  t  ■+-'k,A2Cos^rit, 
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dans  lesquelles  7*1,  r,  désignent  les  racines  de  Téquatiou 
(1)  [mlr—  [m  H-  ni')  g]{nr  ^  g)  --  ^  m'lr=z  o , 

ïi  et  A,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fraction 

g  —  nr 
tt  A,,  A,  des  constantes  déterminées  par  les  relations 

A,-hAj  =  0o»      X|A, -f-XjAa^:  fo- 

Pour  que  chacun  des  poids  oscille  comme  un  pendule 
simple,  il  faut  que  Fune  des  quantités  Ai ,  Aj  soit  nulle. 
D^ns  ce  cas , 

l 


>  =  Ç^' 


et,  par  suite  (i) , 

?•  ?• 

Telle  est  Téquation  qui  détermine  le  rapport  des  écarts 
primitifs  609  fo-  die  ^  toujours  une  racine  positive  infé- 
rieure à  l'unité,  et  une  racine  négative  dont  la  valeur  nu- 
mérique est  inférieure  au  rapport  -*  La  racine  positive 

répond  au  cas  où  les  deux  poids  sont  en  même  temps  d'un 
même  côté  de  la  verticale ,  la  racine  négative  répond  au 
cas  conti^aire.  Dans  ces  deux  cas,  les  oscillations  des  deux 
poids  ont  la  même  durée,  mais  n^ont  pas  la  même  ampli- 
tude. 

Daniel  Berkoulu,  ibid.,  p.  260. —  Euleb,  ibid.,  p.  285. 

3.  On  suppose  une  tige  homogène,  suspendue  par  son 
extrémité  à  un  fil  inextensible  et  sans  masse  gui  s'attache 
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à  un  point  fixe,  L* équilibre  a  été  légèrement  troublé, 
sans  que  le  système  ait  cessé  et  être  contenu  dans  un  même 
plan  vertical.  Il  s'agit  de  déterminer  les  petites  oscilla-- 
tions  que  la  tige  exécute. 

Soient  2a  la  longueur  de  la  tige,  /  la  longueur  du  fil, 
6  et  f  les  petits  angles  que  le  fil  et  la  tige  font  avec  la  ver-^ 
ticale,  ces  angles  étant  comptés  positifs  d'un  même  côté. 

Si  l'on  représente  par  r,  et  r,  les  deux  racines  positives 
de  Féquation 

3r»  —  (4fl  +  3/)  r  4-  «/==  o, 
les  petites  oscillations  seront  données  par  les  formules^ 

Le  système  reprendra  périodiquement  la  même  posi-t 
tion  y  si  Ti  et  r^  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  deux 
nombres  entiers, 

Daniei*  BxENOULLiy  Noiff  Comment,  Petrop. ,  1773  ,  p.  247* 
EuLER,  ihid.y  p.  268. 

4.  Deux  points  matériels^  de  même  masse,  sont  fixés 
sur  un  fil  élastique  tendu  entre  deux  points  fi^.es,  et  di- 
iHsent  la  longueur  du  fil  en  trois  parties  qui  sont  égales 
dans  V état  d'équilibre.  Déterminer  les  petites  oscillations 
que  les  points  matériels  exécutent ,  lorsque  V équilibre  a 
été  légèrement  troublé  sans  que  le  fil  ait  cessé  d'être 
rectiligne^  On  admet  que  la  tension  de  chaque  partie 
du  fil  croît  ai^ecla  longueur,  d'une  quantité  proportion^ 
nelle  à  l'allongement^ 

Soient  3  a  la  longueur  totale  du  fil ,  a  +  or ,  a  -f- /> 
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rt  -h  «  les  longueurs  des  parties  consécutives,  et  T  H > 

lia 

T  -i >  T  H leurs  tensions. 

fia  fia 

Si  ron  observe  que  la  somme  x  -^  y  -f-  z  est  nulle,  on 

arrive  facilement  aux  équations 

d^  (x  —  z)        X  —  s 

4s ■  ^ =  o, 

df  lia 

d'y  .  3r 

lie 

Leurs  intégrales  font  connaître  les  distances  des  deux 
points  à  la  même  extrémité  du  fil ,  savoir  : 


dt^    '    lia 


a  -^  X 


^a-^x-^X 


A ,  B,  a ,  (3  sont  des  constantes  qui ,  dans  chaque  cas  par* 
ticulier,  se  déterminent  par  les  circonstances  initiales. 

Chacune  des  deux  masses  oscille  comme  un  pendule 
simple  si ,  après  les  avoir  également  écartées  de  leurs  po- 
sitions d'équilibre,  on  les  abandonne  au  même  intant 
sans  vitesse  initiale.  Dans  ce  cas,  la  durée  d'une  os- 
cillation est  ïT  Vfxa  Qu  TT  i/i^  î  suivant  que  les  écarts 

primitifs  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire. 

On  étendra  sans  difficulté  les  formules  précédentes  à 
un  plus  grand  nombre  de  points  matériels ,  placés  à  des 
distances  égales  sur  un  (il  élastique. 


STATIQUE.  281 

COMPLÉMENT 

AUX 

QUESTIONS  DE  STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

AtTRACTlON. 

Dans  ce  chapitre,  nous  étudierons  spécialement  l'at- 
traction qui  s'exerce  proportionnellement  à  la  masse  et  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

La  somme  des  éléments  de  masse  du  corps  attirant ,  di- 
visés respectivement  par  leur  distance  au  point  attiré,  est 
ce  qu'on  nomme,  d'après  George  Green,  le  potentiel  du 

I  corps  attirant  par  rapport  au  point  attiré. 

j  Si  l'on  nomme  x^y^  z  les  coordonnées  du  point  attiré, 

V  la  fonction  de  ces  coordonnées  qui  représente  le  poten- 
tiel ,  on  a  l'équation  aux  difTérentielles  partielles 

quand  le  point  attiré  est  extérieur  au  corps  \  et  quand  le 
;  point  attiré  est  intérieur  au  corps,  si  l'on  nomme  p  la 

I  densité  du  corps  dans  le  voisinage  du  point  attiré,  on  a 

La  première  équation  est  de  Laplace  (Mécanique  céleste^ 
liv.  II,  §  1 1)  ^  la  seconde  est  de  Poisson. 

SoitfjL  TaUraction  de  Tunilé  de  masse  à  l'unité  de  dis- 
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tance.  Les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  axes 
des  X ,  des  y  et  des  z  sont  respectivement  représentées 
par  les  dérivées  partielles 

d\  dV  d\ 

^5J'      ^^'      ^Tz' 

Il  s'ensuit  que  l'attraction  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  la  surface  dont  Téquation  est  de  la  forme 

V  =  const., 

(St  qui  passe  au  point  attiré. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  Ton  obtient  en  fai- 
sant varier  la  constante  dans  l'équation  précédente,  sont 
dites  surfaces  de  nweau  relativement  à  l'attraction  du 
corps. 

Si  l'on  promène  le  point  attiré  sur  une  même  surface  de 
niveau,  l'attraction  exercée  sur  ce  point  sera  constam" 
m^it  égale  à 

dy 

^  dn 

dn  représentant  la  portion  de  la  normale  à  la  surface  au 
point  attiré,  qui  est  comprise  entre  cette  surface  et  la  sur- 
face de  niveau  infiniment  voisine  intérieure  à  la  première. 

Deux  corps  qui  ont  les  mêmes  surfaces  de  niveau  exer- 
cent la  même  action  sur  un  point  de  l'espace  à  un  facteur 
constant  près. 

Deux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un  même  corps  ne 
peuvent  avoir  un  point  commun ,  à  moins  qu'elles  ne  se 
confondent  ;  car  les  deux  équations  simultanées 

V  =  A,     V  =  B 

ne  peuvent  admettre  de  solution  commune ,  à  moins  que 
Von  n'ait  A  =  B,  et  alors  les  deux  équations  représentent 
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la  même  surface.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
fermées  •,  car,  ces  surfaces  étant  évidemment  continues ,  il 
n'y  aurait  exception  pour  Tune  d'elles,  qu'autant  que  cette 
surface  s'étendrait  à  l'infini  ;  or,  pour  un  point  attiré  situé 
à  l'infini ,  le  potentiel  est  nul  ;  donc  l'équation  de  la  sur- 
face est  V=ro,  et,  par  suite,  elle  est  tout  entière  rejetée 
à  l'infini.  Entre  deux  surfaces  de  niveau,  celle  qui  répond 
à  la  plus  grande  valeur  du  potentiel  est  intérieure  à  l'autre. 
Les  premières  recherches  sur  l'attraction  des  corps 
eurent  pour  objet  l'action  des  sphères ,  des  ellipsoïdes 
et  des  corps  peu  différents  de  la  sphère  connus  sous 
le  nom  générique  de  sphéroïdes.  Ces  travaux  étaient  com- 
mandés par  les  besoins  dç  la  mécanique  céleste. 

SECTION  I. 

ÀTTEÂCTION  DES  ELLIPSOÏDES  ET  d'uN   AUNEÀU  ELLIPTIQUE. 

Attraction  des  ellipsoïdes,  —  Newton  (*)  réussit  à 
déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur 
un  point  de  l'axe  de  figure ,  et  démontra  les  deux  propo-^ 
sitions  suivantes  :  Une  couche  comprise  entre  deux  el- 
lipsoïdes concentriques  y  semblables  et  semblablement 
placés,  n  exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur.. 
Deux  ellipsoïdes  de  réi^olution  concentriques,  semblables 
et  semblablement  placés ,  exercent  sur  deux  points  de 
leurs  surfaces  situés  sur  un  même  rayon  mené  du  centre^ 
des  attractions  dirigées  suivant  la  même  dmite  et  dans 
le  rapport  des  distances  au  centre.  Ceci  ramenait  déjà 
la  recherche  de  l'attraction  sur  un  point  intérieur  à  celle 
de  l'attraction  sur  un  point  de  la  surface.  Maclaurin  (*) 


(*)  Principia,  lib.  I,  prop.  91. 

(*)  De  causa  physicajluxus  et  refluxus  maris.  Prix  de  l'Acad.  de»  Se.  de 
Paris,  t.  IV.  —  Traita  des  fluxions,  liv.  1,  chap.  xiv. 
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acheva  cette  partie  du  problème  en  déterminant  Tattrac- 
tion  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  un  point  de  sa  sur- 
face. Il  put  encore  trouver  l'attraction  sur  un  point  exté- 
rieur lorsque  celui-ci  est  situé  dans  le  plan  de  l'équaleur. 
Le  même  géomètre  démontra  que  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux,  et  d'ailleurs  quelconques,  exercent  sur  un  même 
point  situé  sur  le  prolongement  de  Vun  des  axes  princi- 
paux, des  attractions  dirigées  suivant  la  même  droite 
et  proportionnelles  à  leurs  masses.  C'est  la  proposition 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaurin.  La- 
grange  (*)  étendit  ce  théorème  à  tout  point  extérieur  situé 
dans  un  plan  principal. 

Legendre  (*)  acheva  la  théorie  de  l'attraction  pour  un 
ellipsoïde  de  révolution  ,•  et  soupçonna  l'extension  du 
théorème  de  Maclaurin  k  un  point  extérieur  quelconque, 
Laplace  (')  démontra  cette  extension,  et  résolut  complè- 
tement le  problèmie  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque sur  un  point  situé  connue  l'on  voudra  -,  mais  sa  so- 
lution est  extrêmement  compliquée. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  solutions  ont  été  publiées. 
Nous  citerons  les  plus  remarquables.  La  solution  de 
M.  Ivory  (*)  ramène  à  la  recherche  de  l'attraction  sur  un 
point  intérieur,  celle  de  l'attraction  sur  un  point  extérieur, 
qui  était  réputée  jusqu'alors  beaucoup  plus  difficile.  La 
solution  de  Gauss  (^)  est  très-remarquable  par  sa  simplicité. 
Parmi  les  diverses  solutions  publiées  par  M.  Chasles  (®), 
il  en  est  une  fort  simple  fondée  sur  la  géométrie.  EnCn 


(')  Nouv.  Mém.  de  VAcad.  de  Berlin^  ^11^- 

(')  Savants  étrangers  {Xcad.  des  Se.),  t.  X,  1785. 

(")  Mémoires  de  VAcad.  des  Se,  de  Paris,  1782.  —  Mécanique  ciêleste, 
liv.  III,  chap.  I. 

{*)  Philosophical  Transactions,  1809. 

(*)  Commentationes Soc,  reg.  Se.  Gotlingensis recentiores,  t.  Il,  i8j3. 

(")  Comptes  rendus  de  l'Acad,  des  Se.  de  Pwts,  t.  VI,  i838,  i«*"  sen)., 
p.  902.  —  Journal  de  M.  Liouville^  t.  V,  1840,  p.  4^5. 
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M.  Dîrichlet  (*)  ramène  à  des  intégrales  simples  les  inté- 
grales triples  qui  mesurent  Tattraction,  en  se  servant  d'un 
arlilice  d'analyse  fort  ingénieux,  qui  consiste  à  multiplier 
]a  quantité  comprise  sous  les  signes  y  par  un  facteur  qui 
est  égal  à  Puni  té  entre  les  limites  des  intégrales ,  et  qui  se 
réduit  à  zéro  en  dehors  de  ces  limites. 

Nous  rapporterons  brièvement  la  méthode  de  Gauss, 
parce  qu'elle  est  peu  connue,  et  consiste  presque  tout  en- 
tière dans  des  théorèmes  généraux  susceptibles  d'un 
grand  nombre  d'applications. 

1,  Théorèmes  préliminaires ,  —  Ces  théorèmes,  fon- 
dements de  la  méthode,  ont  pour  but  de  ramener  les  inté- 
grales triples  à  des  intégrales  doubles.  On  y  considère  un 
corps  terminé  par  une  surface  absolument  quelconque, 
qui  peut  se  composer  de  plusieurs  parties  isolées. 

Soient 

OX,  OY,  OZ  des  axes  rectangulaires  5 

ds  l'élément  de  surface  au  point  P  dont  les  coordonnées 
sont  x^  j^  Z] 

da  la  valeur  numérique  de  la  projection  de  l'élément 
ds  sur  le  plan  ZOY  ; 

PN  la  normale  extérieure  au  point  P,  c'est-à-dire  la 
normale  qui  se  dirige  hors  du  corps  5 

(NX)  l'angle  que  la  direction  PN  fait  avec  l'axe  des  x 
positifs  ; 

M  un  point  matériel  attiré  par  le  corps  ; 

r  la  distance  du  point  M  à  un  point  du  corps ,  prise  eu 
valeur  numérique. 

Théorème  I.  —  Vintégrale  /cos(NX)  ds  étendue  à 
toute  la  surface  du  corps  est  nulle. 


(*)  Académie  de  Berlin,  iSSg.  —  ComjHes  rendus  de  VAc ad.  des  Sc.de 
Paru,  t.  VIII,  1839,  i"sem.,  p.  i56. 
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En  effet,  rélément  de  celte  intégrale,  cos  (NX)  ds^  est 
égal  à  —  i/a  ou  à  -H  da^  suivant  qu'on  entre  dans  le  corps 
ou  qu'on  en  sort  par  l'élément  de  surface  ds ,  quand  on 
suit  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  une  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  l'élément  da.  Mais ,  en  suivant  toute  la  lon- 
gueur de  cette  droite ,  on  entre  dans  le  corps  et  Ton  en 
sort  un  même  nombre  de  fois  ;  donc  les  éléments  de  Tinté* 
grale  qui  ont  la  même  projection  da  se  détruisent  deux  à 
deux.  Par  suite,  l'intégrale  est  nulle. 

Théorème  II.  —  Le  volume  du  corps  est  représenté 

par  V intégrale  fxcos  (NX)  ds  étendue  à  toute  la  sur- 
face. 

Eji  effet ,  d'après  ce  que  l'on  a  dit  au  théorème  précé* 

dent  sur  la  double  valeur  du  produit  cos  (NX)  ds^  les 
éléments  de  l'intégrale  actuellement  considérée  qui  sont 
situés  dans  le  petit  cylindre  élevé  sur  la  base  da  parallè^ 
lement  à  l'axe  des  x ,  font  une  somme  précisément  égale 
au  volume  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  dans 
ce  petit  cylindre. 

Théorème  III.  —  Si  Von  suppose  le  corps  homogène^ 
que  Von  représente  par  f[r)  l'attraction  de  V unité  de 
masse  à  la  distance  r,  et  que  Von  fasse  ff{r)  rfr=  F(r), 
r attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
direction  des  x  positifs  y  sera  représentée  par  VintégraU 

f¥  (r)  cos  (NX)  ds  étendue  à  toute  la  surface* 

Considérons  un  élément  de  volume  renfermé  dans  le 
petit  cylindre  de  base  da^  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  x  et  très- voisins  l'un  de  l'autre.  Repré- 
sentons par  (MX)  l'angle  que  fait  la  direction  de  Taxe 
des  X  positifs  avec  la  droite  qui  joint  l'élément  de  vo- 
lume au  point  M.  L'attraction  de  l'élément  de  volume 
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estimée  suivant  Taxe  des  x  sera 

—  J<j/(r)cos(Mk)dfa:. 

Or  cos  (MX)  dx  est  la  projection  de  T accroissement  dx 
sur  la  droite  qui  joint  rélémenl  de  volume  au  point  M;  c'est 
donc  Taccroissement  correspondant  dr  changé  de  signe.  Il 
s^ensuit  que  l'attraction  élémentaire  est  d(jf{r)  dr.  Pour 
obtenir  l'attraction  de  toute  la  partie  du  corps  qui  est  ren- 
fermée dans  le  petit  cylindre  de  base  da ,  il  faut  former 
l'intégrale  indéfinie  daF  (r) ,  donner  successivement  à  r 
les  valeurs  correspondantes  aux  éléments  de  surface  ds  dé- 
coupés parle  petit  cylindre,  affecter  les  résultats  du  signe 
—  ou  du  signe-}-  suivant  qu'on  entre  dans  le  corps  ou  qu'on 
en  sort  en  traversant  l'élément  ds  dans  la  direction  des  x 
positifs,  puis  faire  la  somme  des  termes  obtenus.  Mais, 
d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut ,  ceci  revient  à  faire  la 

somme  des  éléments  F  (r)  cos  (NX)  ds  qui  appartien- 
nent au  cylindre  considéré  ;  si  donc  on  étend  cette  somme 
à  toute  la  surface,  on  aura  Tattraction  totale. 

Les  trois  théorèmes  suivants  se  rapportent  plus  spécia- 
lement aux  coordonnées  polaires.  Nous  conserverons  la 
même  notation,  si  ce  n'est  que  da  représentera  l'élément 
de  surface  découpé  sur  une  sphère  décrite  de  M  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  par  un  petit  cône 
dont  le  sommet  est  en  M  et  dont  les  arêtes  s'appuient  sur 
le  contour  de  l'élément  de  surface  ds.  De  plus,  nous  re- 
présenterons par  (NM)  l'angle  que  la  normale  extérieure 
PN  à  l'élément  ds  fait  avec  la  direction  PM. 

Théorème  IV.  —  Lintégrale  j  ^  ^\  ^  )  ^  étendue  à 
toute  la  surface  du  corps  est  nulley  égale  à  —  ^n  ou 
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égale  à  —  2  7r,  suwant  que  le  point  M  est  extérieur  au 
'  corps  y  intérieur  au  corps  ou  situé  sur  la  surface. 

En  efTel,  décrivons  une  sphère  de  M  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  la  distance  r  du  point  M  à  Télément  ds. 
La  surface  découpée  sur  cette  sphère  par  le  petit  cône 
dont  on  a  parlé  sera 

r'^dny     ou  bien     ±cos(NM)fi^^, 

le  signe  +  se  rapportant  au  cas  où  le  rayon  mené  du  point 
M  à  Télément  ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  cet 
élément,  et  le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  le  rayon 
sort  du  corps.  On  a  donc 

.         __  cos(NM)rf^ 

les  signes  étant  réglés  par  la  même  loi. 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps ,  chaque  rayon 
entrera  dans  le  corps  et  en  sortira  un  même  nombre  de 

fois 5  donc,  dans  ce  cas,  T intégrale    I  — ^    ,    —  étendue 

à  toute  la  surface  sera  nulle. 

Si  le  point  M  est  intérieur  au  corps,  chaque  rayon  sor- 
tira une  fois  de  plus  qu'il  n'entrera 5  donc,  dans  ce  cas, 
l'intégrale  étendue  à  toute  la  surface  du  corps  se  réduira 
à  l'intégrale  — f  da  étendue  à  toute  la  surface  de  la 
sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  rfd,  c'est-à- 
dire  que  sa  valeur  sera  —  4^^- 

Si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  ce  point  peut  être 
considéré  comme  extérieur  relativement  à  la  partie  du 
corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  au 
point  M  par  rapport  au  plan  tangent^  il  peut  être  consi- 
déré comme  intérieur  relativement  à  l'autre  partie  du 
corps.  Par  suite,  l'intégrale  aura  pour  valeur  la  surface 


STATIQUE.  289 

de  la  demi<-5phère  sur  laquelle  sont  situés  le^  éléments   ' 
rfa,  prise  négativement^  ou  —  27r. 

Corollaire.  —  Si  Ton  représente  par  G  une  fonction 

rationnelle  de  cos  (MX) ,  cos  (MY) ,  cos  (MZ),  l'intégrale 

I L_ — l —  étendue  à  toute  la  surface  est  nulle  toutes 

les  fois  que  le  point  M  est  extérieur  au  corps  \  car  la 
fonction  G  conserve  la  même  valeur  tout  le  long  d'un 
même  rayon. 

Théorème  V.  —  Le  volume  du  corps  est  représenté 

parVîntégrale — x/rcos  (NM)  c&r  étendue  à  toute  la 

surface. 

Ce  théorèfiie  Se  démontre  de  la  même  manière  que  le 
théorème  II ,  en  observant  que  le  volume  du  petit  c6ne 
terminé  à  Télément  ds  est 

ï  ï  /^ 

^r.r'trfa      ou      dz  ^  r  cos(NM)r/^  ^ 

le  signe  étant  choisi  comme  dans  le  théorème  précédente 

Théorème  VI.  -^  Si  Von  suppose  le  corps  homogène^ 
que  Von  représente  par  f[r)  V attraction  de  V unité  de 
masse  à  la  distance  r,  et  que  Von  fasse  f  r^f[r)  dr=z(f^^r)y 
f attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
direction  des  x  positifs ^  sera  représentée  par  V intégrale 

/•(p(r}cos(NM)cos(MX)É^J    '.      j       x  .      .     7  r 

I  î-^— i ^ — -^ ^ —  étendue  à  toute  la  sur j ace, 

pourvu  que  le  point  M  soit  extérieur  ou  intérieur  au 
corps.  Si  le  point  M  était  situé  sur  la  surface,  il  faudrait 
ajoutera  V  intégrale  précédente  le  ferme  tt^  (o)  cos  Mj,^ 
M,  désignant  Vangle  que  la  normale  extérieure  au 
point  M  fait  avec  Vaxe  des  x  positifs 

IL  19 
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En  effet ,  raltractîon  exercée  suivant  Taxe  des  x  par  l'c- 
lément  de  volume  qui  est  renfermé  dans  le  petit  cône  dont 
la  base  est  dsy  entre  deux  sphères  de  rayons  r  et  r-+  rfr, 
.    est  égale  à 

—  r'rf<T./(r)cos(MX)r/r. 

Il  s'ensuit  que  l'attraction  de  tout  le  cône  terminé  à  la 
surface  ds^  s'il  était  rempli  d'une  matière  homogène, 

serait  égale  à  d(T[(f(o) — (p(r)]  cos(MX),  ou  bien  à 
±:  \JL^-J. n_ZJ > i "t L_,  le  signe  -h  répon- 
dant au  cas  où  le  rayon  mené  du  point  M  à  travers  la  sur- 
face ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  cette  surface ,  ei 
le  signe  —  répondant  au  cas  où  ce  rayon  sort  du  corps. 
D'après  cela,  l'attraction  de  tout  le  corps  sera  représeniée 
par  la  somme 

/<p(r)cos(NlVI)cos(MX)rf^                 f  ces ( NM )  ces ( MX) ^5 
_  _  ^  ,(0)  j 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  les  éléments  de 
la  seconde  intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon 
sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signe  contraire-,  par  suite, 
cette  intégrale  est  nulle.  • 

Si  le  point  M  est  intérieur,  les  éléments  de  la  seconde 
intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon  se  détruisent 

encore,  sauf  l'un  d'eux  qui  est  — cos  (MX)  Ja;  en  sorle 
que  cette  intégrale  se  réduit  à  la  somme 

fcos(QL)da 

étendue  à  toute  la   surface  de  la  sphère  et  changée  de 
signe.  Mais,   le  rayon  étant  normal  à  la  surface  de  la 
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Sphère,  celte- dernière  intégrale  est  encore  nulle,  en 
vertu  du  théorème  I. 

Enfin,  si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  la  se- 
conde intégrale  est  nulle,  lorsqu'on  Fétend  à  la  partie 
du  corps  qui  est  située  du  cèté  de  la  normale  extérieure 
par  rapport  au  plan  tangent  au  point  M.  Cette  même 
intégrale  étendue  à  l'autre  partie  du  corps  a  pour  valeur 

— /cos{MX)^<7, 

la  somme  s  étendant  à  la  surface  de  la  demi^sphère  qui 
est  située  par  rapport  au  plan  tangent  d'un  méme.c6té  que 
la  partie  du  corps  considérée.  Or,  d'après  le  théorème  I,  si 
l'on  nomme  //cT  l'élément  de  surface  du  grand  cercle  sui'^ 
van  t  lequel  le  plan  tangent  coupe  la  sphère ,  on  a  la  relation 

— y  ces  (MX)  drr  -hf  cosMx  d  ts  =  o  ^ 

où  la  première  intégrale  est  celle  qu'il  s'agit  de  calculer,  et 
où  la  seconde  intégrale  s*étendàla  surface  du  grand  cer- 
cle et,  par  suite,  a  pour  valeur  ttcosM,.  Ainsi,  le  ihéo* 
rème  est  complètement  démontré. 

Le  terme  additionnel  7ry(o)  cos(M,)  est  nul  dans  la 
loi  de  la  nature^  car,  dans  cette  loi,  <p(r)  est  égal  au 
produit  de  r  par  une  constante.  Ce  terme  est  infini 
lorsque  l'attraction  est  inversement  proportionnelle  au 
cube  ou  à  une  puissance  jJus  élevée  de  la  distance^  il 
s'ensuit  que,  pour  une  loi  d'attraction  inversement  pro" 
portionnelle  au  cube  ou  à  une  puissance  plus  élei^ée  de 
la  distance^  tout  corps  exerce  sur  un  point  de  sa  surface 
une  attraction  infinie. 

Distinction  entre  les  deux  directions  de  la  normale  à 
une  surface.  —  Pour  appliquer  les  théorèmes  précédents  > 
il  faut  savoir  distinguer  la  normale  extérieure  de  la  nor* 
maie  intérieure,  lorsque  l'équation  de  la  surface  est 
donnée  en  coordonnées  rectangulaires. 

'9* 
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Sotl  \'=  o  l'oqnation  de  la  surface,  et  posons 


U=: 


Les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point  P  fait 
aVec  les  axes  des  x,  des  y  el  des  z  sont  respectivement 

dV  dV  d\ 

ll-T^,      U-^,     U^. 
dx  djr  dz 

Le  radical  de  la  fonction  U  doit  être  pris  avec  le  même 
signe  dans  les  trois  cosinus  qui  répondent  à  une  même 
direction,  mais  on  ne  voit  pas  à  priori  quel  est  le  signe 
qui  convient  à  la  normale  extérieure ,  quel  est  celui  qui 
convient  à  la  normale  intérieure. 

Pour  lever  cette  ambiguïté,  portons  sur  la  normale 
extérieure  à  partir  du  point  P,  pris  sur  la  surface,  une 
très-petite  longueur  PP=  di^.  Quand  nous  passerons  du 
point  P  au  point  P,  les  accroissements  des  coordonnées 
serant 

dx  =  dv  eos ( NX ) ,     dy  =  dv  co%[Kï  ) ,     dz^  dv  ces (  NZ). 

Par  suite,  la  fonction  V,  cjui  est  nulle  au  point  P,  aura 
ail  point  P'  la  valeur 

td\       /^       dy       y^       d\       y^'\ 
—  cos(NX)  H-—  cos(NY)  +  ^cos(NZ)  J, 

ou  bien , 

D'après  cette  expression  ,  où  d{^  est  essentiellement  posi- 
tif, on  a  la  règle  suivante  :  Le  radical  qm  entre  dans  les 
valeurs  des  cosinus  relatifs  à  la  normale  extérieure 
doit  être  pris  positif  ou  négatif  suivant  que  la  fonction  V 
devient  positivée  ou  négatii^e  pour  les  points  extérieurs  au 
corps  et  situés  dans  le  voisinage  du  pied  de  la  normale. 
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Expression  de  Vêlement  de  suif  ace  en  coordonnées 
curvilignes.  —  Les  intégrales  qui  font  l'objet  des  théo- 
rèmes précédents  étant  relatives  à  des  surfaces,  il  convient, 
pour  les  évaluer,  de  prendre  comme  lignes  coordonnées 
deux  lignes  tracées  sur  la  surface  même  et  variables  sui- 
vant une  loi  conventionnelle  avec  deux  paramètres  peiq. 
Les  valeurs  de  ces  paramètres  auxquelles  correspondent 
les  lignes  qui  se  coupent  en  un  point  déterminé  de  la  sur- 
face sont  les  coordonnées  de  ce  point,  puisqu'elles  en 
fixent  la  position. 

L'élément  de  surface  ds  sera  le  petit  quadrilatère  com- 
pris entre  les  lignes  correspondantes  aux  paramètres  p, 
p  +  dp^qjÇ  -h  dq,  11  s'agit  d'exprimer  la  surface  de  ce 
petit  quadrilatère  en  fonction  de  p,  y,  dp  et  d<f. 

Concevons  que  x,,  y  et  z  soient  exprimés  en  p  et  q^ 
à  l'aide  de  l'équation  de  la  surface ,  et  des  deux  relations 
établies  entre  ces  cinq  variables  par  la  définition  même 
des  nouvelles  lignes  coordonnées.  Soient  X  et  7!  les  dé- 
rivées partielles  de  x  par  rapport  à  ;;  et  à  q^  ft  et  (a' 
celles  de  j',  v  et  v'  celles  de  z. 

Les  sommets  du  petit  quadrilatère  ds ,  pris  dans  l'ordre 
où  ils  se  présentent  quand  on  suit  le  contour  dans  un  même 
sens,  ayant  pour  coordonnées ,  dans  le  nouveau  système, 

coordonnées  des  mêmes  sommets  seront ,  dans  le  système 
rectangulaire, 

X  H-  ).  dpy  jK  -f-  I*  dp,  z  -f-  V  dp, 

X  -h  \dp  -4-  \'dq,  y  -^^dp  -h  Y-'dq,   z  +  ^dp  -\-  -*  dq, 

a:  -f-  V  dq,  y  -f-  Y-'  dq,   z  -f-  -*'  dq. 

Or,  si  l'on  nomme  (.rj ,  j,  ),  (x, , y^)^  (Xs ,  Ja) ,  (j^4,  r*) 
les  coordonnées  des  sommets  d'un  quadrilatère  plan, 
rangés  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  quand  on  suit  le 
contour  dans  un  même  sens ,  la  surface  du  quadrilatère 
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est  représentée  par  la  somme 

(jf.^a,] — ^ h{x,~ar,)  —  — 

2  2 

prise  en  valeur  numérique. 

Appliquant  cette  formule  générale  aux  quadrilatères 
qui  sont  les  projections  du  quadrilatère  ds  sur  les  plans 
coordonnés ,  on  trouve  que  les  projections  sur  les  plans 
XOY,  YOZ  j  ZOX  sont  respectivement 

±(V-pV)rf/?rfy,  ±(piv'-vpt')rf^£fy,  zt{^V'^W)dpdr, 
par  suite,  la  surface  du  quadrilatère  est 

(E)  £/^=£f;7rf^[(V~ptV)'-h  (p'-vft')'+(vV-.V)>f . 

2.  Jusqu'ici  rien  n*est  particulier  à  Fellipsoïde,  ni 
même  à  la  loi  de  l'attraction  « 

Actuellement  calculons  V attraction  quun  ellipsoïde 
homogène  y  terminé  par  la  surface 

exerce  suwant  la  loi  de  la  nature  sur  un  point  M,  do 
coordonnées  a^b^e. 
Posant 


et 

ou  a, 

^r\_        Ai'  B'  tl'       J 
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Si,  entre  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de 
la  surface  et  l^s  coordonnées  curvilignes  p^  g  ^  on  établit 
les  deux  relations 

z  =  C  siii/->  sin  7,  j  =  B  sin/?  cas  </, 
Téquation  de  la  surface  donne  la  troisième  relation , 

'  X  =  Al  cosp. 

D'après  ces  trois  relations  cl  la  formule  (E),  Texpres- 
sion  de  l'élément  de  surface  en  coordonnées  curvilignes  est 

ds  =  ABC '^sinpdpdq. 

On  prend  ici  le  signe  -h;  car  on  embrasse  toute  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  en  faisant  varier  ^^  de  o  à  tt  et  ^  de  o  à 
2  7r,  et  entre  ces  limites  sinp  reste  positif. 

Soient /ji  l'attraction  de  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  dis- 
tance, p  la  densité  supposée  constante,   X  l'attraction 

X 

exercée  suivant  l'axe  des  x,  et  £  la  quantité  -7-r — • 

*  ABC  f*p 

On  a,  d'après  le  théorème  III, 


Ar 


et,  d'après  le  théorème  \T, 

Déplus,  le  théorème  IV  dit  que  l'intégrale 
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est  égale  à  o  quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et  égale 

à  —  -^7  quand  le  point  attîré  est  intérieur.  * 

A  Taide  de  ces  formules  on  peut  arriver  à  connaître  la 
valeur  de  Ç,  en  comparant  Fattraction  de  Tellipsoïde 
donné  avec  celle  des  ellipsoïdes  homofocaux.  Pour  cela, 
on  considère  A,  B,  C  comme  des  valeurs  particulières  at- 
tribuées à  des  va^riables  oL^^^y  qui  sont  assujetties  aux  re- 
lations 

a'  —  p*  =  const. ,     a»  —  y'  =  const. 

Alors  la  formule  (i  ) ,  appliquée  à  l'un  quelconque  des  ellip* 
soldes  homofocaux ,  peut  s'écrire 

Si  Ton  étend  cette  formule  à  un  ellipsoïde  homofocal 
infiniment  voisin,  ce  qui  se  fait  par  une  différentiatiou  re- 
lative aux  variables  a,  (3,  y,  et  que  l'on  désigne  par  la  ca- 
ractéristique d  les  accroissements  correspondants  aux  ac- 
croissements simultanés  de  ces  variables,  il  vient 

Or, 

comme  l'on  a,  d'après  les  expressions  de  x,  y,  z  en p 
et  7, 

et  d'ailleurs , 
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on  peut  écrire 

La'  P'  y'     J 

Cette  formule ,  combinée  avec  celle  quî  précède ,  donne , 
en  observant  que  a  cos  p  =  t, 


Si  de  cette  équation  on  retranche  l'équation  (2)  multi- 
pliée par  âoL  et  appliquée  à  un  ellipsoïde  homofocal  quel* 
conque,  il  vient 

L'intégrale  qui  figure  ici  n'est  autre  que  l'intégrale  (3)^ 
par  conséquent  y  on  a 

(4)  n  =  o 

quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et 

,5,  „=4^- 

quand  le  point  attiré  est  intérieur.  Il  n'y  a  pas  lieu  à  con- 
sidérer ici  le  cas  où  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface; 
car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  faire  varier  a  sans  que  le 
point  ne  devienne  extérieur  ou  intérieur. 

Point  extérieur, —  L'équation  (4)  montre  que  les  at- 
tractions de  deux  ellipsoïdes  homofocaux  sur  un  même 
point  extérieur  sont  dirigées  suivant  la  même  droite,  et 
sont  proportionnelles  aux  masses  des  ellipsoïdes.  Cette 
proposition  étant  vraie  quelle  que  soit  la  distance  du  point 
à  la  surface,  il  s'ensuit  que  la  proposition  est   encore 
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applicable  lorsque  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface  ^ 
pourvu,  toutefois,  que  Tattraction  varie  d'une  manière 
continue  quand  le  point  attiré  s'approche  de  la  surface 
jusqu'au  contact.  Cette  condition  est  satisfaite  dans  la 

loi  de  la  nature;  car  l'attraction  —  de  l'élément  de  masse 

r» 

qui  est  infiniment  rapproché  du  point  attiré,  est  un  infi- 
niment petit  qui  disparait  à  la  limite  dans  l'attraction  to- 
tale, puisque  dm  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre  et  r*  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

D'après  cela ,  pour  a^oir  V attraction  d'un  ellipsoïde 
sur  un  point  extérieur,  il  faudra  d  abord  déterminer, 
parmi  les  ellipsoïdes  homofocaux  à  l 'ellipsoïde  donné , 
celui  dont  la  surface  passe  au  point  attiré  y  puis  cal- 
culer Vattraction  de  ce  nouvel  ellipsoïde  sur  le  point 
donné,  lequel  est  situé  à  la  surface;  et  enfin  rédidre 
Vattraction  obtenue  dans  le  rapport  de  la  niasse  de 
V ellipsoïde  donné  à  la  masse  de  V ellipsoïde  homofocal. 
La  première  partie  du  calcul  se  réduit  à  la  résolution 
d'une  équation  du  troisième  degré  qui  donne  toujours 
une  solution  unique.  La  seconde  partie  sera  comprise 
comme  cas  particulier  dans  le  calcul  de  l'attraction  d'un 
ellipsoïde  sur  un  point  intérieur. 

Point  intérieur.  —  Il  faut  se  servir  de  l'équation  (5), 
y  substituer  à  (3,  y  leurs  valeurs  en  a,  A,^B,  C,  tirées  des 
relations 

a^  —  p'  =  A^  —  B',      a*  —  7^  .—  A^  —  C  ; 

A 

puis ,  posant  —  =  z/,  on  devra  intégrer  à  partir  d'une  va- 
leur de  u  pour  laquelle  Ç  soit  nul ,  jusqu'à  la  valeur  m  =  i 
qui  répond  à  l'ellipsoïde  considéré.  Or  l'équation  (i), 
dans  laquelle  on  remplace  A  par  a,  montre  que  Ç  est  nul 
lorsque  a  est  infini  ;  car  alors  tous  les  éléments  de  Tinté- 
grale  sont  nuls.  Les  limites  seront  donc  m  =  o  et  ri  =  i  j 
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et  l'on  aura  finalement,  pour  un  point  intérieur, 

*'  1  \/-(S-)"V-(S-)-' 

Cette  valeur  étant  exacte,  quelque  rapproché  de  la  sur- 
face que  soit  le  point  attiré,  elle  conviendra  lorsque  ce 
point  sera  situé  sur  la  surface.  On  en  déduira  facilement 
les  théorèmes  de  Newton  étendus  à  un  elh'psoïde  quel- 
conque. 

L'intégrale,  qui  entre  dans  la  formule  (6)  ne  peut  s'ob- 
tenir sous  forme  finie  que  dans  le  seul  cas  où  l'ellipsoïde 
est  de  révolution. 

Supposons  que  Vellipsoïde  soit  de  réi^olution  autour 
de  l'axe  des  x. 

Il  faut  poser  B  =  C  ;  alors ,  désignant  par  u  une  quan- 
tité égale  à  Tunité  quand  le  point  attiré  est  intérieur  ou 
situé  sur  la  surface,  et  égale  à  la  racine  positive  de  Té- 
quation 

quand  le  point  attiré  est  extérieur,  on  arrive  aux  for- 
mules suivantes  : 

1**.  B'  >  A*  ;  Vellipsoïde  est  aplati, 
gj  A 

Posant  X*  =  7-  —  I  ;  en  sorte  que  -  X   soit  l'excentri- 

cité  de  l'ellipse  méridienne,  on  a,  d'après  la  formule  (6) 
et  les  formules  analogues  relatives  aux  deux  autres  axes 
coordonnés , 

A\i  — arc  tangXu 


X  =  —  4  ^l'^p  ^  (  * + X'  ) 


V 


il)        {  ^  ^y 

*  arc  tang>u  — 
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2°  B*  <^  A*  5  YeUipsoïde  est  allongé. 

Les  formules  (7)  subsistent  encore,  pourvu  que  ron  y 
regarde  X  comme  une  quantité  imaginaire,  égale  aupro- 

duit  de  l'excentricité  i/  1 —  —  par    le    symbole    \J — i. 

Pour  mettre  ces  formules  sous  forme  réelle,  il  suffit  de 

poser     ■■■    ■  =9;  alors  9  représente  l'excentricité  de  l'el- 

lipse  méridienne,  et  l'on  a 

—  Ou  +  -  log - 

X  =  — 47rfxp«(l-G'^ , 

0v  1  14- Ou 

Y       Z  ,         ,  I  — ô'u»""  2   ^^  iT^^ 

-=.-  =  -4.^p(i~o') ^3 

L'attraction  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution 
se  déduit  de  la  valeur  de  Y,  en  ren^plaçant  b  par  la  dis- 
tance de  l'axe  au  point  attiré,  \/è*+c'. 

3.  Démontrer  qu'un  ellipsoïde  homogène  y  de  résolu- 
tion,  et  faiblement  aplati,  exerce  sur  un  point  de  sa 
sur/ace  une  attraction  qui  varie  a^ec  la  position  de  ce 
point  proportionnellement  au  sinus  can^  de  la  latitude. 
On  néglige  la  quatrième  puissance  de  Vexcentiicité, 

Conservons  la  notation  de  la  question  précédente. 

Il  nous  faut  poser  dans  les  formules  (7)  v  =  i ,  et  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  de  X  en  nous 
arrêtant  à  la  troisième  puissance. 

Nous  avons 

arc  tang>  =  ^  —  0  -+-  ^  —  •  •  •  > 
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et  de  même 

d'où  résulte  la  valeur  approchée  de  T attraction  totale , 

ou  bien,  posant  a*-f-fc*-l-c*  =r', 

Ceci  posé^  désignons  par  /  la  latitude  du  point  attiré^ 
c  est-à-dire  l'angle  aigu  que  la  normale  à  la  surface  en  ce 
point  fait  avec  le  plau  de  Téquateur.  Nous  avons,  tou- 
jours au  même  degré  d'approximation , 


cos/= 5^£li^L===v'^'4-c'[r'-f.X»/ï'(2-hX»)r"ï 


"Vkv, 


sin/=-  -+-HXS 

r 


K  et  H  désignant  des  quantités  indépendantes  de  X. 
Ayant  égard  à  ces  valeurs,  l'expression  de  G  peut  s'écrire 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


1 
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Corollaire.  —  Quand  on  pose 


il  vient 


sin'/,=  i, 


G=|«r.pe. 


On  déduit  de  là  cette  conséquence  remarquable  :  Un 
ellipsoïde  homogène ,  de  réx^olution ,  et  faiblement 
aplati,  exerce  sur  un  point  matériel  situé  à  sa  surface 

sur  le  parallèle  où  le  sinus  de  la  latitude  est  --—')  une 

attraction  égale  à  celle  que  produirait  une  sphère  de 
même  matière,  de  même  centre^  et  qui  passerait  au 
point  attiré.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  l'on  néglige 
ici  la  quatrième  puissance  de  l'excentricité. 

De  plus  y  on  s'assurera  facilement  que  la  sphère  dont 
il  s'agit  a  même  "volume  que  V ellipsoïde,  toujours  au 
même  degré  d'approximation. 

On  applique  fréquemment  ces  résultats  à  la  terre. 

4.  On  suppose  la  masse  d'une  planète  répartie  sur 
chaque  point  de  son  orbite ,  en  raison  inv^erse  de  sa  vi* 
tesse  à  ce  point.  Calculer  l'attraction  que  l'anneau 
elliptique  ainsi  formé  exerce  sur  un  point  extérieur 
quelconque,  mais  assez  éloigné  pour  qu'on  puisse  re- 
garder  Panneau  comme  une  ligne  matérielle  sans 
épaisseur,  quoique  de  densité  variable. 

Soient 

Féquation  de  l'orbite,  e  rexcentricilé,  u  Tanomalie  ex- 
centrique de  la  planète ,  T  la  durée  de  la  révolution 
et  t  le  temps  compté  à  partir  du  passage  au  périhélie. 
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On  aura 


_    i  =  u  —  f  sin  // , 
T 


et ,  en  différentiant , 

T 
dt=  —  (i  —  e  cosa)  du, 

2,  TT 

D'après  cette  dernière  formule ,  la  masse  de  l'élément  de 
Tanneau  qui  répond  à  l'accroissemeut  du  de  l'anomalie 
excentrique ,  aura  une  expression  de  la  forme 

du(i  —  é?cosa)Xconst. 

Gomme,  par  hypothèse,  la  masse  entière  de  l'anneau  doit 
être  égale  à  la  masse  de  la  planète ,  la  constante  sera  le 
quotient  de  la  masse  de  la  planète  par  le  nombre  27:. 

Soient  m  la  masse  delà  planète-, 

x  =  A^j=:li^  2  =  Cles  coordonnées  du  point  attiré  ; 

fjt  l'attraction  que  l'unité  de  masse ,  située  à  l'unité  de 
distance ,  exercerait  sur  ce  point  •, 

X ,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  axes; 

p  la  distance  du  point  attiré  au  point  (a:,  jr)  de  l'an- 
neau. 

Si  l'on  observe  que  les  coordonnées  a:  =  acosi/, 
y=::asinu  représentent  un  point  quelconque  de  l'el- 
lipse, on.  trouve 

(i)  p'  =  (A  — rtc6s«)'4-(B  — ^sin«)'-t-C% 


Cl 


^^  Jo 


^^  (i  —  e  cos II)  (\  —  «cos«)   , 

1 i— i i.  gfii 

p3  "**' 


^^(1  — é?cosM)  (B  —  b  sinw) 


du, 


■r^ 


du, 

2  7rJo  ^' 


(2) 
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Ces  intégrales  se  ramènent  aux  fonctions  elliptiquesi 
Pour  effectuer  cette  réduction ,  on  pose 

/?  +  ^jtang?. 

,U  2  V  —  <7 

tang^-  = 1  =7+       P      ^      ; 

2  9  9 

i  +  ftang-î-  i-4-ftang- 

d'où  il  suit 

/  cosu 

L i 1.^  cosff -h  {i— pq)  s  sm^ -h l 

sinu 


{/? — <7  j»)  coS(p -f- (/?  +  <?)  ^  siny -hf?  H- <?  5' 

I 
— — ^^ ^-^cos<p4-(i-h/?y)f  sin<|pH ^ i i-^ 


da- 


(q  —  p)sdff 


On  substitue  ces  valeurs  dans  les  intégrales  qui  précèdent, 
puis  on  détermine  p^  q^  s  par  la  condition  que^  dans  le 
numérateur  de  p*,  les  coefficients  de  cosy ,  de  siny  et  du 
produit  cosip  sin^  soient  nuls. 

Alors  les  trois  intégrales  qu'il  s'agit  de  calculer  pren- 
nent la  forme 


X 


^'^  Kcos'«p-t-Lsin'<p-hMsiii(pcos^-+-Ncosf -f-Psin^ 
rfy^ 

(G  cos^H-  G'sin*(j>  +  G")' 


K,  L,,  M,  N,  P,  G,  G',  G"  étant  des  constantes.  Elles 
se  décomposent  en  autant  d'intégrales  particulières  qu'il 
y  a  de  termes  au  numérateur.  Or,  parmi  ces  dernières 
intégrales ,  celles  qui  oiit  au  numérateur  sous  le  signe  /, 
soit  COS9,  soitsinip,  soit  cosy  sinip,  sont  nulles^  puis- 
que leurs  éléments  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signe 
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contraire.  Quant  aux  intégrales  qui  ont  au  numérateur 
cos'y  ou  sin*<p,   on  pourra  les  prendre  entre  les  limites 

o  et  -1  pourvu  que  Ton  multiplie  le  résultat  par  4-  De 

plus,  la  quantité  comprise  sous  le  radical  du  dénomi- 
nateur peut  se  mettre  sous  la  forme  i — c*  sin*(}>,  en 

remplaçant,  s'il  est  nécessaire,  ç  par y,  ce  qui  ne 

modifie  point  les  limites  de  l'intégrale.  Le  problème  est 
donc  ramené  à  calculer  les  deux  intégrales 


7r  it 


u==  f      ^^^>    ^d,,    y=  r_ii^ 

X     (i~c>sin>)'  Jo    (i  — c^sin' 

En  intégrant  par  parties,  il  vient 

t/o  yi  —  c'sm'ep      Jo     yi  —  c'sin'ç 

TT  TT 

r^    .        ,  cos©  r^         COS^Œ 

%/o  yï  —  c^sm^y      Jo    y^"— ^'sin*<p 

d'où 

rc 

U  +  (.-c')V=  r  ^^!L-^=F(c). 
c/o    y  I  —  c'sm'y 


et  aussi 

•  2 


c/o        y  I  —  c'sm'y 

F  (c)  et  E  [c]  représentant  les  intégrales  elliptiques  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce,  lesquelles  ont 
des  valeurs  tout  aussi  bien  connues  que  celles  des  sinus  et 
II.  2o 
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des  cosinus.  Les  intégrales  U  et  V  sont  donc  déterminées  ; 

U  =  ^F(c)-1e(c), 

La  détermination  des  coeflScientsp,  q^  s  conduit  à  des 
calculs  un  peu  longs.  C'est  pourquoi  il  ne  sera  pas  sans 
utilité  de  montrer  comment  ces  calculs,  qui  se  présentent 
souvent  dans  les  réductions  aux  intégrales  elliptiques, 
peuvent  se  ramener  à  d'autres  calculs  bien  connus,  dont 
les  résultats  se  trouï^ent  dans  tous  les  Traités  élémen- 
taires de  Géométrie  analytique. 

Les  valeurs  de  sînu  et  de  cosm  qui  résultent  des  équa- 
tions (2)  sont  de  la  forme 

!a  ces  ç  +  a'  sin  cp  -h  et" 
7COS(p4-7  smy-hv" 

!,,-„,  _Pcos?4>p-siny+r 
\  ycos^ -i-y'sinep +  7" 

Les  conditions 

cos'  u  -h  siii'  u  =  ces'  (p  4-  sin'  y  =  i 
exigent  quôn  ait  les  relations 


(4) 


a»  4-p'  ^y^  =H,      ««'-h  pp'  — 77'=:o, 

a'»  -t-  p'^  —  ^'»  =  H ,       aV  +  p'p"—  7'7''  =  o , 

-a'''-^p"'  +  7''^=H,       a"a-hp''p-7''7  =  o, 


OÙ  H  désigne  une  quantité  qui ,  dans  le  cas  actuel, 
est  égale  à  s^  (q  —  /?)'.  On  pourra  dorénavant  suppo- 
ser H  égal  à  Funité,  pourvu  que  Ton  entende  par  a,  /3, 
y,  ...,   les    quotients  de  ces   quantités  par   s  (q — p). 


Alors  les  quantités 


STATIQUE.  So'f 


P,_        P',  _    pV-i, 

satisferont  à  toutes  les  relations  des  neuf  cosinus  qui  lient 
deux  systèmes  d'axes  rectangulaires. 
Or,  si  l'on  substitue  dans  l'expression 

(5)    (Azv/=:T-ûa-)V(B^v^:=^~^r)'4-C«(zv/^)', 

les  valeurs 

puis  que  l'on  fasse 

jr'=:cos«p,     j'=sin^,      z'^ — i  =  i> 

on  obtient  le  numérateur  de  la  fraction  sous  laquelle  se 
présente  p*  quand  on  substitue  les  valeurs  (3)  dans  l'ex- 
pression (i). 

D'après  cela,  on  aura  les  valeurs  des  coefficients^ ,  9,5,  G, 
G',  G'^,  en  déterminant  les  cosinus  «,  (3,  —  y\ — i,  etc., 
par  la  condition  que  les  axes  des  x'^y^  2' coïncident  avec 
les  axes  principaux  de  la  surface  du  second  degré  que  l'on 
obtient  en  égalant  l'expression  (5)  à  une  constante  Q, 
savoir  : 

—  nBb^—i  yz —  iXa  sj — i  20?  =  Q. 

Ainsi  on  est  ramené  à  un  calcul  connu,  à  l'aide  de  sym- 
boles imaginaires  qui  disparaîtront  d'eux-mêmes  dans  les 
résultats. 

20 , 
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Écrivant  que  réqualion  transformée,  qu'il  s'agit  d'ob- 
tenir, 

(6)  Gx"-f-G>'»+G''(2V^y  =  Q> 

devient  identique  à  l'équation  primitive,  lorsqu'on  y 
remplace  x' ^  y\  z'  par  leurs  valeurs  en  x^y^  2,  on  ob- 
tient les  relations 

Gp'-+-G'p'»-f-G"p'"=^>% 

G7' 4- G' 7" -h  G"7">  =  A'-h  B'-f- C, 

—  Gp7  — G'p'7'—  G"p''7"=  — B^, 

-  G7a  —  G'7'a'—  G'7"a''=  -  Aa, 
Gap -f- G'a'P'H- G"a"p''=:  o. 

Si  Ton  élimine  entre  ces  équations  les  inconnues  G^  et  C, 
en  se  servant  des  relations  (4)  où  Ton  a  fait  H=:i, 
il  vient 

(G  —  fl')a+Art7  =  o, 

(G~^')P-+-B^7  =  o, 

—  A^a  —  B^p-+-(G  +  A'-+.B»4-C')7=o. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  a,  jS  et  7 
n'étant  point  nuls ,  il  faut  que  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  de  a,  j3,  y,  que  Ton  en  déduirait  par  les  for- 
mules ordinaires  de  résolution ,  si  les  seconds  membres 
étaient  différents  de  zéro,  soit  identiquement  nul.  C'est- 
à-dire  que  Ton  doit  avoir 

(G  — û^)(G—  ^')(G-hA'-hB»-f-C') 
-4-  B'^'  (G  —  fl')  -h  A» a'  (G  —  h-")  =  o, 


ou,  ce  qui  est  la  même  équation  , 

A^  __?!_       ^ 

'^^^'^  "*"  G  —  ^^  ^  G 


A^  B'  C^ 
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Si  Ton  avait  élimine  de  la  même  manière  G'^  et  G,  ou 
serait  arrivé  à  une  équation  pareille  5  et  si  l'on  avait  éli- 
minéG  et  G',  on  serait  arrivé  à  une  équation  qui  ne  diffère 
de  l'équation  précédente  que  par  le  changement  de  G  en 
,  — G'';  donc  les  trois  racines  de  l'équation  (8)  sont  G,  G' 

et  —  G''.  L'une  de  ces  racines  est  négative  5  les  deux  au- 
tres sont  positives,  et,  si  l'on  suppose  a  ]>  6,  elles  sont 
j  comprises  entre  o  et  i*,  b^  et  a*.   La  racine  négative  est 

I  la  valeur  de  —  G"*,  car,  si  elle  était  la  valeur  de  G  ou  de 

G',  la  distance  p  serait  imaginaire  pour  9=5=0  ou  pour 


TT 


(P  =  -•  Ces  racines  étant  déterminées,  on  aura  les  valeurs 

de p^  q^  s^  par  trois  des  équations  (7). 

L'hyper boloïde  réel  que  représente  l'équation  (6)  pour- 
rait être  de  révolution  •,  alors  un  des  cosinus  serait  indé- 
terminé, il  en  serait  de  même  pour  l'une  des  quantités 
/;,  ^,  s.  C'est  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait  pas  lieu  de 
ramener  nos  intégrales  aux  transcendantes  elliptiques  \ 
elles  ne  contiendraient  sous  le  signe  /  que  des  fonctions 
rationnelles  de  sinw  et  de  cosm,  en  sorte  qu'on  pour- 
rait effectuer  les  intégrations. 

En  effet,  ce  cas  est  celui  où  Téquation  (8)  aurait  deux 

racines  égales;   or  on  voit,  par  un  calcul  semblable   a 

celui  de  la  page  5o  (prob.  5),  que,   si  l'équation  (8)  a 

deux  racines  égales,    leur  valeur   commune  est   è',   et 

l'on  a 

A'  C  _ 

C'est-à-dire  que  le  point  attiré  se  trouve  sur  une  hyper- 
bole, située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  l'el- 
lipse formée  par  l'anneau,  et  dont  les  sommets  et  les  foyers 
sont  respectivement  les  foyers  et  les  sommets  de  l'ellip&e. 
Ou  sait  qu'une  telle  hyperbole  est  le  lieu  des  points  de 
l'espace  dont  la  distance  à  l'un  quelconque  des  points  de 
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Tellipse  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des  coor- 
données de  ce  dernier  point. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  suscep- 
tible de  fournir  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  des 
inégalités  séculaires  des  planètes.  Car  ces  inégalités,  dont 
les  périodes  embrassent  plusieurs  centaines  de  siècles, 
sont  indépendantes  de  la  longitude  des  planètes  perturba- 
trices, et,  par  conséquent,  elles  seraient  les  mêmes  si  Ja 
masse  de  chaque  planète  perturbatrice  était  répartie  sur 
son  orbite,  en  raison  inverse  de  la  vitesse.  C'est  en  vue 
de  cette  application  que  Gauss  a  résolu  pour  la  première 
fois  la  question  qui  nous  occupe  ici  [Comment ,  Gottin- 
gens,^  t.  IV  ).  M.  Clausen  en  a  donné  depuis  une  solution 
pKis  simple  {Journal  de  M.  Crelle,  t.  VI,  p.  290;  i83o). 


SECTION  IL 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    l'aTTRACTION. 

A  Tépoque  de  Laplace,  tout  ce  que  Ton  savait  sur  l'at- 
traction d'un  corps  de  figure  quelconque  se  bornait  pres- 
que à  quelques  méthodes  générales  pour  aborder  le  pro- 
blème à  Laide  des  séries.  Cependant  Coulomb  avait  déjà 
découvert  que  les  fluides  électriques  s'attirent  ou  se  re- 
poussent en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce 
résultat  inattendu  ouvrait  une  vaste  carrière  aux  appli- 
cations de  la  théorie  générale,  et  semblait  inviter  les 
géomètres  longtemps  arrêtés  par  la  difficulté  prétendue 
du  sujet. 

Un  géomètre  anglais,  George  Green  (^),  parvint  en 


(')  ilrt  Essaj  on  ihe  ÀpplicaLion  o/ maihematical  analysis  to  the  théories 
0/  Electricity  and  Maffnetism:  Notliïiffham,  1818. —On  a  entrepris  la  repro- 
duction de  ce  Mémoire  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  t,  XXXIX.  p.  7^  ; 
t    XUV,  p.  ^ST). 
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1828  à  quelques  théorèmes  généraux  d'un  haut  intérêt; 
mais  son  Mémoire  resta  presque  inconnu  sur  le  continent. 
Dix  ans  plus  tard,  Gauss  (*)  et  M.  Chasles  (•)  retrou- 
vèrent séparément  les  théorèmes  de  Green  par  des  mé- 
thodes différentes,  et  ajoutèrent  plusieurs  autres  proposi- 
tions remarquables.  Nous  démontrerons  ces  théorèmes, 
d'abord  par  la  méthode  de  M.  Chasles,  puis  par  la  mé- 
thode de  Green. 

Dans  tous  les  théorèmes  qui  suivent,  nous  prendrons 
pour  unité  de  force  l'attraction  de  Tunitéde  masse  s'exer- 
çant  à  l'unité  de  distance,  sur  l'unité  de  masse  quand  il 
s'agira  d'un  corps ,  sur  l'unité  de  surface  quand  il  s'agira 
d'une  surface,  sur  le  point  considéré  quand  il  s'agira 
d'un  point. 

1.  Si  ton  considère  r attraction  d'un  corps  sur  les 
éléments  superjîcials  d'une  surf  ace  fermée  et  d'ailleurs 
quelconque,  la  somme  des  attractions  exercées  suis^ant 
la  normale  intérieure  à  la  surface  est  égale  au  produit 
de  ^t:  par  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est  située 
dans  r intérieur  de  la  surface. 

Soient  ds  l'élément  de  la  surface,  r  sa  distance  à  l'élé- 
ment de  masse  dm  du  corps  attirant,  et  (NM)  l'angle 
que  la  normale  extérieure  fait  avec  le  rayon  qui  joint 
l'élément  ds  à  la  molécule  attirante  dm.  L'action  de 
cette  molécule,  estimée  suivant  la  normale  intérieure, 


1,.     ^      ,  ,       /*cos(NM)    , 

sera   représentée  par   1  intégrale    — dm   I    — ^-^ — -  ds  ^ 

étendue  à  toute  la  surface.  Or  (p.  287,  théorème  IV)  l'in- 


(*)  Resultate  aus  den  Beobachtunfren  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre 
1839;  Leipzig,  i8/|0.  —  Journal  de  M.  Liouville,  t.  Vil ,  p.  2^3. 

{  ')  Cowp les  rendus  de  l'Acnd.  drsSr,  de  Paris,  i83f),  i*""^  sem,,  p.  J09. — 
Additions  h  In  Connaissance  des  Temps  pour  r8/}?> 
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/\ 
,        ,       /•cos(MN),  „  .     1      ^  y 

tegrale   I  ^-^ — ^rfj  est  nulle  ou  égale  a  —  47^  9  suivant 

que  la  molécule  dm  est  extérieure  ou  intérieure  à  la  sur- 
face. De  là  suit  évidemment  le  théorème  annoncé. 

2.  Imaginons  un  canal  infiniment  étroit ,  dont  les  pa- 
rois latérales  soient  normales  à  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau du  corps  attirant  \  et  nommons  éléments  correspon- 
dants les  éléments  des  surfaces  de  niveau  découpés  par 
ce  canal.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

La  différence  des  attractions  du  corps  sur  deux-  é/e- 
ments  correspondants  est  égale  au  produit  de  ^tz  par  la 
masse  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  éléments  correspondants.  En  par- 
ticulier, les  attractions  sont  égales  sur  les  éléments  cor- 
respondants extérieurs  au  corps. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème 
précédent  à  la  surface  fermée  qui  se  compose  des  parois 
du  canal  et  des  deux  éléments  correspondants.  Car  les  at- 
tractions sur  ces  éléments  leur  sont  normales ,  et  la  com- 
posante normale  de  l'attraction  sur  un  élément  de  la  pa- 
roi du  tube  est  nulle  (p.  282). 

3.  Nous  appellerons  couche  de  nis^eau  relative  à  l'at- 
traction du  corps,  une  couche  matérielle  infiniment 
mince,  d'épaisseur  constante,  appliquée  intérieurement 
suv  une  surface  de  niveau,  et  dont  la  densité  en  chaque 
point  est  proportionnelle  à  l'attraction  du  corps  sur  ce 
point.  Nous  nommerons  éléments  de  masse  correspond' 
dants  les  éléments  découpés  sur  les  couches  de  niveau  par 
un  même  canal  infiniment  étroit ,  normal  à  toutes  les 
surfaces  de  niveau. 

Deux  éléments  de  masse  correspondants ,  situés  sur 
deux  couches  extérieures  au  corps,  sont  entre  eux  comme 
les  masses  des  couches  auxquelles  ils  appartiennent. 
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En  effet ,  soient 

m^^  m^  les  masses  des  deux  couches; 

r/m,,  drrî^  les  deux  éléments  de  masse  correspondants; 

ds  ^  ds'  les  éléments  superficiels  correspondants  qui 
leur  servent  de  bases; 

V,  V^  les  potentiels  du  corps  relatifs  aux  deux  surfaces 
de  niveau  ; 

dn^  dn!  les  éléments  des  normales  intérieures*  à  ces 
deux  surfaces  qui  sont  compris  entre  ces  surfaces  et  les 
surfaces  de  niveau  intérieures  infiniment  voisines  ; 

e  le  rapport  constant  entre  le  produit  de  l'épaisseur 
par  la  densité  et  l'attraction  sur  chaque  élément  de  la 
couche  /Tîi  ; 

î!  le  rapport  analogue  pour  la  couche  m', . 

Les  attractions  du  corps  suj*  les  éléments  ds^  ds'  sont 
respectivement 

Par  suite ,  on  a 

.  d\  ,  ,  ,  ,dS'  ., 

dm,  =  t -r-  as ,        dm,  =  s   -p-r  ds  , 
dn  dn' 

Or,  si  les  surfaces  de  niveau  sont  extérieures  au  corps , 
on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

dW  d\' 

-ds  =  -^ds', 


et  aussi 


car  les  deux  surfaces  de  niveau  se  composent  d'im  même 
nombre  d'éléments  deux  à  deux  correspondants.  Il  s'en- 
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suit 

dm\        m\        e' 

Si  une  partie  du  corps  attirant  était  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  surfaces  de  niveau ,  nommant  dm^  la 
masse  de  cette  partie  du  corps ,  et  mj  la  masse  de  toute  la 
portion  du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  ni- 
veau, on  aurait  (n°  2) ,  en  supposant  que  la  couche  /Wi 
soit  extérieure  à  la  couche  nl^ , 

dn  dn' 

rdV  ^  rdY'^       , 

et,  par  suite, 

dm ,  AW ,  e 


dm\-^- ^irt'dm^       772',  -f- 4^^'^»       ^' 

4.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  surfaces  de  ni- 
veau jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  qu'elles 
sont  extérieures  ou  intérieures  au  corps.  Occupons -nous 
d'abord  des  surfaces  de  niveau  et  des  couches  entièrement 
extérieures  au  corps. 

Si,  pour  abréger,  nous  nommons  point  extérieur  ou 
intérieur  à  la  couche,  un  point  extérieur  ou  intérieur  à  la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite, 
nous  avons  d'abord  ce  théorème  : 

Les  attractions  exercées  par  deu±  couches  extérieures 
au  corps  sur  un  même  point  extérieur  à  chacune  d'elles 
ont  la  même  direction  ^  et  ont  des  intensités  proportion- 
nelles aux  masses  des  deux  couches. 

Une  couche  extérieure  an  corps  n'exerce  aucune  ac- 
tion sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  cette  couche. 

Conservons  la  notation  prérédenle^  de  plus,  nommons 
m  la  masse  du  corps,  V,  le  potentiel  de  la  couche  m i  par  rap- 
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port  à  un  point  M  extérieur  ou  intérieur,  r  la  distance  du 
point  M  à  l'un  quelconque  des  éléments  de  la  couche  \  et 
marquons  par  la  caractéristique  (J  les  variations  qu'éprou- 
vent les  quantités  considérées,  quand  on  passe  d'une 
couche  à  une  autre  couche  infiniment  voisine,  intérieure 
à  la  première. 
On  a ,  par  définition , 


Puisque  — ^  reste  constant  dans  l'intérieur  d'un  même 
canal  (n*^  3),  il  s'ensuit 

\mj  J    m,    r" 

Or,  si  l'on  représente  par  (NM)  l'angle  que  la  normale 
extérieure  à  la  surface  de  niveau  fait  avec  le  rayon  qui 
joint  l'élément  de  cette  surface  au  point  M  ,  on  a  la  rela- 
tion 

^/•=(îrt  cos(NM); 
d'ailleurs 

dntx  =:  e-T—  as, 
6n 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  il 
vient 


'*'    'm--'^f 


ces  (  NM  )  ds 


L'intégrale  qui  figure  ici  est  nulle  si  le  point  M  est  ex- 
térieur h  la  surface;  elle  est  égale  à  —  4^  si  le  point  M 
est  intérieur  (p.  287,  théorème  IV).  Donc,  dans  le  ca3  d'un 

point  extérieur,  le  rapport  —  11c  varie  pas  d'une  couche 
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à  une  autre,  ce  qu  on  peut  énoncer  ainsi  :  Le  potentiel 
d'une  couche  extérieure  relatif' à  un  point  extérieur  est  à 
la  masse  de  la  couche  dans  un  rapport  constant ,  quelle 
que  soit  la  couche. 

Pour  en  conclure  la  première  partie  du  théorème  an- 
noncé ,  il  suffit  d'observer  que  les  composantes  de  T attrac- 
tion de  chacune  des  deux  couches  suivant  trois  axes  rec- 
tangulaires, sont  les  dérivées  parlielles  du  potentiel  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré. 

Dans  le  cas  d'un  point  intérieur,  la  formule  (A)  de- 
vient 


Or  (u«*  1  et  3) 


Par  suite, 


(£)= 


m 


rtix       m 

Cette  dernière  égalité  exprime  que  le  potentiel  d'une 
couche  extérieure  relatif  à  un  point  situé  dans  son  inté- 
rieur est  à  la  masse  de  cette  couche ^  comme  le  potentiel 
du  corps  relatif  à  un  point  quelconque  de  la  couche  est 
à  la  masse  du  corps. 

Ainsi,  le  potentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à  un 
point  intérieur  à  cette  couche  est  constant^  quel  que  soit 
ce  point.  Il  en  résulte  que  l'attraction  de  la  couche  sur  le 
point  est  nulle  ,  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème. 

Corollaire  I.  —  Les  couches  extérieures  au  corps  ont 
toutes  les  mêmes  surfaces  de  niveau  extérieures.  Car, 
d'après  la  proportionnalité  qui  existe  entre  les  masses 
des  couches  et  leurs  potentiels  sur  un  même  poin  t  extérieur, 
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si  le  potentiel  d'une  couche  est  constant  sur  toute  Tétendue 
d'une  surface  extérieure  à  cette  couche,  le  potentiel 
d'une  autre  couche  intérieure  à  celte  surface  est  aussi 
constant  sur  toute  l'étendue  de  la  surface. 

Corollaire  II.  —  La  propriété  d'une  couche  exté- 
rieure 5  d'après  laquelle  son  potentiel  relatif  à  un  point 
intérieur  reste  constant  quand  ce  point  se  déplace ,  sub- 
sisté, quelque  rapproché  que  soit  ce  point  de  la  surface  de 
niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite.  Elle  subsiste 
encore  à  la  limite  quand  le  point  se  déplace  sur  la  surface 
de  niveau  elle-même;  car  le  potentiel  varie  d*une  ma- 
nière continue  quand  le  point  attiré  arrive  sur  la  sur- 
face du  corps  attirant.  En  effet,  le  potentiel  est  de 
même  ordre  de  grandeur  que  la  masse  de  la  couche,  tant 
que  le  point  attiré  est  à  une  distance  finie  ;  il  sera ,  si  l'on 
veut,  un  infiniment  petit  de  premier  ordre ,  puisque  la 
couche  est  infiniment  mince e  Quand  le  point  attiré  s'ap- 
proche d'une  manière  continue  jusqu'à  pénétrer  dans  la 

couche,  l'élément  —  du  potentiel,  qui  répond  à  l'élé- 
ment de  la  couche  infiniment  voisin  du  point  attiré ,  est 
un  infiniment  petit  du  second  ordre ,  puisque  dm  est  du 
troisième  ordre  et  r  du  premier  \  donc  cet  élément  n'a 
aucune  influence  sur  la  valeur  du  potentiel,  et,  par  con- 
séquent ,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  le  potentiel  varie 
brusquement  (*).  Il  s'ensuit  que  toute  surface  de  niveau 
extérieure  au  corps  est  aussi  surface  d^  niveau  relative- 
ment à  la  couche  construite  sur  cette  surface. 

Comme  d'ailleurs  les  couches  extérieures  ont  toutes  les 
mêmes  surfaces  de  niveau  extérieures,  nous  pouvons  en 


(' )  Il  n'en  est  point  de  même  pour  l'attraction  d'une  couche  infini- 
ment mince.  Le  même  raisonnement  montre  que  cette  attraction  peut  va- 
rier brusquement  quand  le  point  attire  pértètre  dans  la  couche. 
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conclure  cfue  toute  couche  extérieure  a  pour  surfaces 
(le  nis^eau  extérieures ,  les  surfaces  de  niv^eau  du 
corps  y  en  sorte  que  V attraction  du  corps  et  V attraction 
d'une  couche  extérieure  sur  un  même  point  extérieur  à 
la  couche  ont  même  direction. 

Mais  il  y  a  plus  :  les  intensités  de  ces  attractions  sont 
entre  elles  comme  la  masse  du  corps  est  à  la  masse  de  la 
couche.  En  effet,  considérons  la  couche  construite  sur  la 
surface  de  niveau  qui  passe  au  point  attiré  ;  et  soient  m\  la 
masse  de  cette  couche,  V^  son  potentiel  relatif  au  point. 
D'après  la  loi  de  continuité  que  nous  avons  établie  rela- 
tivement au  potentiel,  le  point  attiré  peut  être  regardé, 
soit  comme  intérieur  à  la  couche  n/, ,  soit  comme  exté- 
rieur, et,  par  conséquent,  nous  avons  les  deux  relations 


doù 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

CoROLLAïKE  III.  —  Nous  avons  vu  que  les  potentiels  de 
deux  couches  extérieures  au  corps  sur  un  même  point 
extérieur  à  chacune  d'elles,  sont  entre  eux  comme  les 
masses  des  deux  couches.  D'après  la  loi  de  continuité, 
ceci  subsiste  lors  même  que  le  point  attiré  est  sur  la  sur- 
face de  la  couche  qui  enveloppe  F  autre.  Mais,  dans  ce 
cas,  le  potentiel  de  cette  dernière  couche  sur  le  point 
considéré  est  le  même  que  le  potentiel  sur  un  point  inté- 
rieur, le  même  par  conséquent  que  le  potentiel  sur  un 
point  de  la  seconde  couche.  On  a  donc  ce  théorème  :  Le 
potentiel  d'une  couche  extérieure  au  corps  relatif  à  un 
point  situé  sur  la   surface  d'une   autre   couche  exté- 


v, 

_  V 

m 

9 

V 
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= 
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rieure^  est  au  potentiel  de  cette  seconde  couche  relatif  à 
un  point  de  la  surface  de  la  première ,  comme  la  masse 
de  cette  première  couche  est  à  la  masse  de  la  seconde. 

5.  Considérons  maintenant  des  surfaces  de  niveau  quel- 
conques extérieures,  intérieures  au  corps,  ou  bien  en 
partie  extérieures  et  en  partie  intérieures. 

Pour  simplifier  les  résultats,  nous  admettrons  que  le 
rapporte,  entre  le  produit  de  l'épaisseur  par  la  densité 
et  l'attraction,  ait  la  même  valeur  sur  toutes  les  cou- 
ches. II  en  résultera  (n°  1)  que  la  massie  d'une  couche 
quelconque  sera  le  produit  de  la  constante  ^i:£  par 
la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite. 

Ceci  posé,  démontrons  la  proposition  suivante  : 

L'attraction  exercée  sur  un  point  quelconque  par  la 
partie  du  corps  qui  est  comprise  entre  deux  surfaces  de 
niweau  ,  multipliée  par  le  rapport  constant  de  la  masse 
d!une  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est 
intérieure  à  cette  couche,  est  égale  à  la  résultante  des 
attractions  des  couches  constiniites  sur  les  deux  surfaces 
de  ni\^eaUy  V attraction  de  la  couche  intérieure  à  Vautre 
étant  prise  en  signe  contraire. 

Conservant  la  notation  précédente,  le  potentiel  d'une 
couche  sur  un  point  extérieur  ou  intérieur  M  est  repré- 
senté par  l'intégrale 

Lorsqu'on  passe  de  la  couche  considérée  à  une  couche  in- 
finiment voisine,  intérieure  à  la  première,  ce  potentiel 
varie  de  la  quantité 
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Or,  si  Ton  nomme  rf/w,  rélémenl  de  masse  delà  partie  du 
(  orps  qui  est  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau 
iiiiiniment  voisines  dans  Tintérieur  du  canal  dont  la  base 
est  ds^  on  a  ,  d'après  le  n^  2 , 

Par  suite, 

'»•      /7'(|-I'")=-«"/^'  =  -<-"" 

JVj  désignant  le  potentiel  relatif  à  Faction  que  la  partie 
du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau  infi- 
niment voisines  exerce  sur  le  point  M. 
D'autre  part,  la  relation  déjà  citée, 

Sr=  ^/îcos(NM), 
donne 

J   Bn  r^  J  r» 

La  variation  d\  étant  la  même  sur  tous  les  éléments  ds 
de  la  surface  de  niveau,  on  peut  faire  sortir  ce  facteur  hors 
du  signe  d'intégration,  et  il  vient  (page  287,  théorème  IV) 

(E)  j--cis^o, 

ou  bien 


/■ 


4ïir..=-4..v, 


suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  aux  deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voisines. 

Supposons  d'abord  que  le  point  attiré  soit  extérieur 
à  la  première  couche. 
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La  substitution  des  valeurs  (D)  et  (E)  dans  Téquatiou 
(C)  donne 

Intégrant  à  partir  de  la  couche  considérée,  jusqu'à  une 
couche  intérieure  quelconque  dont  le  potentiel  sera  re- 
présenté par  V, ,  il  vient  l'équation 

v,-r.=4trcv,, 

où  Vj  représente  le  potentiel  relatif  à  l'action  exercée  sur 
le  point  par  la  portion  du  corps  qui  est  comprise  entre  les 
surfaces  de  niveau  sue  lesquelles  sont  construites  les  deux 
couches. 

Maintenant,  pour  démontrer  le  théorème ,  dans  le  cas 
où  le  point  attiré  est  extérieur  aux  deux  couches,  il  suffit 
de  différentier  Téquation  précédente  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  attiré. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  soit  inté- 
rieur à  la  première  couche. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (C)  devient 

^V,=:  —  47rfid"V,4-47r6^V. 

Intégrant  depuis  la  couche  considérée,  jusqu'à  une  couche 
intérieure  quelconque ,  mais  dont  la  surface  externe  soit 
extérieure  au  point  attiré,  il  vient  l'équation 

V,  —  V,  =  47re  V,  H-  47r£  (V  ~  V), 

dans  laquelle  V  et  V  représentent  les  valeurs  du  pote  miel 
relatif  à  l'action  du  corps  sur  les  deux  surfaces  de  niveau 
qui  portent  les  deux  couches. 

Cette  équation  exprime  une  propriété  remarquable  du 
potentiel  de  deux  couches  quelconques  sur  un  point  inté- 
rieur à  chacune  d'elles.  Il  est  aisé  de  voir  qu'elle  s'étend 

IL  21 
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au  cas  où  le  point  attiré  serait  compris  dans  l'intervalle 
des  deux  couches,  pourvu  que  Ton  entende  par  Y'  le  po- 
tentiel du  corps  sur  la  surface  de  niveau  qui  passe  au  point 
attiré. 

Si  Ton  différentie  cette  équation  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  attiré,  il  ne  reste  aucune  trace  du  terme 
V  —  V,  et  le  résultat  exprime  le  théorème  que  nous  vou- 
lons démontrer,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  est  intérieur 
aux  deux  couches. 

Enfin ,  le  théorème  subsiste  encore  quand  le  point  at- 
tiré est  compris  dans  F  intervalle  des  deux  couches  don- 
nées. Pour  s'en  assurer,  il  suflSt  d'appliquer  successive- 
ment le  théorème  à  chacune  des  deux  couches  comparée  à 
xme  troisième  couche  construite  sur  la  surface  qui  passe 
au  point  attiré. 

6.  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps  qui  lui 
est  intérieure  exercent  sur  un  même  point  extérieur  à  la 
couche ,  des  attractions  qui  ont  la  même  direction,  et 
dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  masse  de 
la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  in- 
térieure. —  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps 
qui  lui  est  extérieure  exercent  sur  un  même  point  in- 
térieur à  la  couche  y  des  attractions  dirigées  en  sens 
contraire,  et  dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de 
la  masse  de  la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du 
corps  qui  lui  est  intérieure» 

En  effet,  dans  le  théorème  précédent,  prenons  pour  la 
couche  intérieure  à  l'autre ,  celle  qui  est  construite  sur  la 
surface  de  niveau  enveloppée  par  toutes  les  autres,  cette 
surface  pouvant  se  réduire  à  une  ligne  ou  à  un  point. 
L'attraction  de  cette  couche  sera  nulle  ;  car  la  surface  de 
niveau  intérieure  à  toutes  les  autres  répond  à  un  maxi- 

mum  du  potentiel,  et,  par  suite,  la  dérivée  —  est  nulle 
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sur  cette  surface.  D'ailleurs  la  partie  du  corps  comprise 
entre  les  deux  couches  sera  toute  la  partie  du  corps  inté- 
rieure à  la  première.  Donc  l'action  de  la  première  couche 
et  l'action  de  la  partie  du  corps  intérieure  à  cette  couche, 
sur  un  même  point  extérieur,  ont  la  même  direction ,  et 
leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  des  masses. 

Dans  le  même  théorème ,  prenons  pour  la  couche  exté- 
rieure à  l'autre ,  une  couche  entièrement  extérieure  au 
corps  ;  cette  couche  n'exercera  aucune  action  sur  un 
point  intérieur  (n°  4).  Donc  l'action  de  l'autre  couche 
et  celle  de  la  partie  du  corps  extérieure  a  cette  couche , 
sur  un  même  point  intérieur,  ont  des  direc lions  oppo- 
sées ,  et  leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  masse 
de  la  couche  à  celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est 
intérieure. 

Si  l'on  admet  que  la  masse  d'une  couche  soit  égale  à 
celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est  intérieure ,  ce  qui 
revient  à  supposer  dans  les  formules  4  ''^s  =  1 9  on  a  cei 
énoncé  plus  simple  : 

Une  couche  (Quelconque  exerce  sur  les  points  extérieurs 
la  même  action  que  la  partie  du  corps  qui  lui  est  inté- 
rieure^p  et  sur  les  points  intérieurs  une  action  égale  et 
contraire  à  celle  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  exté- 
rieure. 

Ce  dernier  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  le  travail 
de  M.  Chasles  5  la  démonstration  qui  précède  est  de 
M.  J.  Bertrand.  Au  reste,  ce  théorème  est  une  consé- 
quence immédiate  de  la  théorie  de  George  Green,  qui  fera 
le  sujet  du  numéro  suivant. 

7.  La  théorie  de  Green  est  tout  entière  fondée  sur  un 
lemme  de  calcul  intégral. 

Lemme.  —  On  suppose  un  corps  tciminé  par  une  sur-- 
face  fermée,  qui  peut  d*  ailleurs  se  composer  de  plusieurs 

2r . 
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parties  isolées  les  unes  des  autres  ;  on  nomme  ds  Vêlé" 
ment  de  la  surface  externe  j  dn  Vêlement  de  la  normale 
intérieure  à  la  surface  y  x,  y^  z  les  coordonnées  rec" 
tangulaires  d'un  point  quelconque  du  corps,  U  ei  V 
deux  fonctions  de  x,y,  z  qui  ne  deviennent  point  in- 
finies dans  l*  intérieur  du  corps  y  mais  qui  sont  d'ail'- 
leurs  quelconques. 

La  proposition  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  Von  a 
toujours  la  relation 


(•) 


dans  laquelle  les  intégrales  triples  s'étendent  à  tout  Je 
corps  considéré ,  et  les  autres  intégrales  à  toute  la  surface 
du  corps. 

Soient  X,  fji,  V  les  angles  que  la  normale  intérieure  fait 
avec  les  axes  des  x ,  des  y  et  des  z. 

On  a 

d\5  ^        dH        ^  ^        d\}  ^        dH 

-^  ds=:  -—  COS>  e/^  -f-  --—  COStt  rfif  -f-  — -  cosv  ds, 

dn  dx  dy  dz 

OU.  bien 

d\}  ^         .dV^^^idVi^^     .dV^   ^ 
-^  ds^dz  -r-  drdz±  -—  dzdx±  -r-dxdy; 
dn  dx  dy  dz 

dans  les  trois  termes  successifs  qui  figurent  au  second 
membre,  on  doit  prendre  le  signe  -h,  si  l'on  entre  dans 
le  corps  quand  on  traverse  l'élément  ds  en  s'avançant 
successivement  dans  la  direction  de  Taxe  des  x,  de  l'axe 
des  j^,  de  Taxe  des  z  *,  on  doit  prendre  le  signe  — ,  si  Ion 
»ort  du  corps. 


! 
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Marquons  respectivement  des  indices  o  et  i  les  valeurs 
correspondantes  aux  deux  éléments  de  surface  ds ,  par 
lesquels  on  entre  dans  le  corps  et  Ton  en  sort,  en  traver- 
sant une  partie  isolée  dans  la  direction  d'un  des  axes  coor- 
donnés ;  et  indiquons  par  le  signe  ^  une  somme  relative 

aux  différentes  parties  isolées  que  Ton  traverse  en  s'avan- 
çant  toujours  dans  la  même  direction.  Le  premier  mem- 
bre de  Téqualion  (i)  pourra  se  représenter  par  la  somme 
de  trois  termes  de  même  forme ,  dont  le  premier,  relatif 
à  la  direction  de  Taxe  des  x ,  sera 

//|/v'J"-2[v.(Sl-.(S),]H^- 


Ce  terme  peut  s'écVire 

I  rrrdvdu 


-im 


^^dxdjrdz; 


on  s'en  assure  en  effectuant  par  parties  l'intégration  rela- 
tive à  X.  Il  en  résulte  que  le  premier  membre'  de  l'équa- 
tion (i)  est  égal  à 

Ecrivant  cette  égalité,  et  changeant  dans  les  d^ux  mem- 
bres U  en  V  et  V  en  U ,  on  obtient  une  nouvelle  égalité 
qui  exprime  que  le  second  membre  de  l'équation  (i)  est 
égal  à  la  même  intégrale  («i).  Par  conséquent,  l'équa- 
tion (i)  est  exacte. 

Cette  équation  doit  être  modifiée ,  si  Tune  des  fonc- 
tions U  et  V  devient  infinie  dans  l'intérieur  du  corps  ; 
les  modifications  à  introduire  dépendent  de  la  forme  de 
la  fonction  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  devient 
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infinie.  Examinons,  en  particulier,  comment  se  modifie 
cette  équation  quand  la  fonction  U  est  infinie  pour  un 
point  intérieur  O,  dans  le  voisinage  duquel  elle  se  ré- 
duit â  -y  r  désignant  la  distance  à  ce  point. 

Si  l'on  imagine  une  sphère  décrite  du  point .  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit  que  nous  désigne- 
rons par  jO,  Téquation  (i)  s'appliquera  au  corps  entier 
diminué  de  la  petite  sphère,  et  Téquation  cherchée  sera 
la  limite  vers  laquelle  converge  Téquation  ainsi  formée 
quand  le  rayon  de  la  sphère  diminue  indéfiniment. 

Considérons  successivement  les  quatre  intégrales. 

Puisque  dans  l'intérieur  de  la  petite  sphère  on  a 


u=', 

r 


.,  ,     ,  ,  ^U        d'V        iPV         ., 

il  en  resuite  que  la  somme  — h  -7—-  H — rr  est  identi- 

quement  nulle  dans  toute  l'étendue  de  la  sphère  ^  donc 
l'intégrale 

conserve  la  même  valeur,  soit  qu'on  Tétende  au  corps 
entier,  soit  qu'on  Tétende  au  corps  diminué  de  la  sphère. 
Il  en  est  de  même  pour  l'intégrale 

Car  cette  intégrale ,  étendtie  à  la  petite  sphère ,  est  égaU* 
au  produit  du  volume  de  la  sphère,  ^  Tip',  par  une  valeur 
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moyenne  du  produit 


laquelle  est  de  même  ordre  de  grandeur  que -9  puisque  la 

d^y       dr\       d*y 
somme  -— -  H-  -rr  -h  -tt  est  supposée  finie  dans  Tintérieur 
dx^        djr^        dz^  ^'^ 

de  la  sphère.  Ainsi ,  Tintégrale  en  question  est  un  infini- 
ment petit  de  second  ordre  qui  disparait  à  la  limite. 
On  voit  encore  de  la  même  manière  que  l'intégrale 

/dV 
\]  —  dsj  étendue  à  la  surface  de  la  petite  sphère,  dis- 
paraît à  la  limite;  car  elle  est  égale  au  produit  d'une  va- 
leur moyenne  de  Ja  quantité  finie  ;T-par  l'intégrale  infi- 
niment petite  j  Vds  =  -  4^p'  =  4^p. 

/JTT 
V  —  ds^  étendue  à  la  surface  de 

la    sphère  en    tant  que    cette  surface  limite   le    corps 

extérieur,  sa  limite  est  le  produit  de  la  valeur  Vo  de 
la    fonction  V  au  point  O   par  la  limite  de  l'intégrale 


/ 


-7-  as»  Ur  on  a 
dn 


dn'^  dr^       P' 
par  conséquent, 


/ 


an  p 


Hm.    rv^<&=— 4»rV, 
D'après  cela,  l'équation  (i),  appliquée  au  corps  entier, 
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se  chaDgc  en  celle-ci  : 


(3) 


fin 


Attraction, — Maintenant  îl  nous  est  facile  de  résoudre 
le  problème  suivant  : 

On  donne  une  surface  fermée  et  deux  fonctions  V, 
V  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  F  espace. 
Ces  fonctions  satisfont  aux  trois  conditions  saillantes  : 
1°.  Elles  "vérifient  les  équations 


d'Y 


d*\ 
dy^ 


d'y 


d^y     d'Y' 

dx'  "^    dy' 


d^V 


dz' 


a**.  Elles  ne  deifiennenf  jamais  infinies.  3°.  Elles  pren-^ 
nent  une  même  valeur  C  sur  la  surface  donnée,  cette 
valeur  commune  p ouvrant  d* ailleurs  varier  d'un  point  à 
un  autre  ou  rester  constante.  On  demande  de  déter-- 
miner  la  densité  que  doit  avoir  en  chaque  point  une 
couche  infiniment  mince  et  d'épaisseur  constante,  placée 
sur  la  surface  donnée ,  pour  que  le  potentiel  de  cette 
couche  soit  égal  à  V  par  rapport  aux  points  extérieurs^ 
et  soit  égal  à  V  '  par  rapport  aux  points  intérieurs. 

Soit  dn  l'élément  de  la  normale  intérieure  à  la  surface 
donnée  qij^i  a  pour  équation 


X  =  \'  =  C, 
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et  U  le  quotient  de  l'unité  par  la  distance  /'  à  un  point 
quelconque  O. 

Supposons  d'abord  que  le  point  O  soit  intérieur  à  la 
surface.  - 

Appliquons  la  formule  (3)  au  volume  intérieur,  en 
considérant  les  fonctions  U  et  V.  Il  vient 

Appliquons  la  formufe  (i)  à  Tespace  compris  entre  la 

surface  donnée  et  une  sphère  décrite  dii  point  O  comme 

centre  avec  un  rayon  infiniment  grand ,  en  considérant 

les  fonctions  U  et  V.  Les  îlitégrales  relatives  à  la  surface 

de  cette  sphère  disparaissent  à  la  limite^  car,  sur  cette 

surface,  la  fonction  U  et  le  potentiel  V  sont  des  infini- 

.       ,  .  ,       ,       ,,  .    .     dV    dY 

.ment  petits  de  premier  ordre,  les  dérivées  —  >  —    sont 

des  infiniment  petits  de  second  ordre,  l'intégrale  1  ds  est 

un  infiniment  grand  de  second  ordre,  et,  par  conséquent, 
les  intégrales  dont  il  s'agit  sont  des  infiniment  petits  de 
premier  ordre.  U  reste  donc,  en  nommant  toujours  dn 
l'élément  de  la  normale  intérieure  à  la  surface  donnée, 


"  Ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

.  ds;         • 


■=/: 


dV^  dV^ 
I  dn  dn 
r  ^Tc 


dV  __  dY 

d'où  l'on  voit  que  la  couche  de  densité  — y ?  aura 

son  potentiel  égal  à  V  sur  tout  point  intérieur  O. 
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Mais,  en  outre,  la  même  couche  aura  sur  les  points 
extérieurs  un  potentiel  égal  à  V.  Car,  si  l'on  suppose  le 
point  O  à  Textérieur,  on  obtiendra  de  la  même  manière 
les  équations 

d'où  Ton  tire 

d\      dV 
dn        dn' 


-H 


ds. 


Le  problème  est  donc  résolu. 

Corollaire. —  Considérons  un  corps  et  l'une  quelcon- 
que  de  ses  surfaces  de  nweau.  Soient  V  le  potentiel  de 
la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  la  surface  y  et^'  le 
potentiel  de  la  paitie  du  corps  qui  est  extérieure  à  la 
surface.  V équation  de  la  surface  de  niv^eau  sera 

V-hV'  =  const.  =  A,     ou  bien     V  =  A— V. 

Si  Von  construit  sur  cette  surface  une  couche  dont  la 
densité  soit 

dn        dn' 

^n 

cette  couche  aura  relativement  aux  points  extérieurs 
un  potentiel  égal  à  V,  et  relativement  aux  points  inté- 
rieurs  un  potentiel  égal  à  A  —  V.  Par  suite,  elle  exer- 
cera sur  les  points  extérieurs  la  même  action  que  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  et  sur  les  points  in- 
térieurs une  action  égale  et  contraire  à  celle  de  la  partie 
du  corps  qui  lui  est  extérieure. 
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8.  Ajoutons  encore  quelques  propositions  moins  im- 
portantes ,  mais  qui  donneront  une  idée  plus  complète 
des  relations  de  forme  et  de  position  qui  existent  entre 
un  corps  et  ses  couches  de  niveau. 

Une  couche  de  nweau  a  même  centre  de  gra^^ité  que  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure. 

Les  axes  principaux  d^ inertie  relatifs  à  un  même  point 
ont  les  mêmes  directions  dans  la  couche  de  nii^eau  et 
dans  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure. 

Si  Ton  compare  la  différence  de  deux  moments  d'i- 
nertie principaux  de  la  couche,  et  la  différence  des 
deux  moments  d* inertie  principaux  relatifs  aux  mêmes 
axes  pour  la  partie  du  corps  qui  est  inténeure  à  cette 
couche,  on  troui^e  que  ces  différences  sont  entre  elles 
comme  la  masse  de  la  couche  est  à  la  masse  de  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure^  en  sorte  que  les 
trois  différences  des  moments  d'inertie  principaux  au- 
tour  des  mêmes  axes  sont  constantes  pour  toutes  les 
couches  entièrement  extérieures  au  corps. 

Considérons  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  une 
surface  de  niveau  choisie  à  volonté. 

Soient 

m  sa  masse  ^ 

V  son  potentiel  par  rapport  à  un  point  très-éloigné  ^ 

r  la  distance  de  ce  point  à  la  molécule  dm  5 

X, y,  z  les  coordonnées  de  la  molécule  dm  par  rapport 

à  des  axes  rectangulaires ,  placés  comme  Ton  voudra  à 

une  distance  finie  du  corp»  ^ 

u  la  distance  de  la  même  molécule  à  l'origine  -, 

A  la  distance  très-grande  de  l'origine  au  point  attiré; 

a,  i,  c  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon  A  fait  avec 

les  axes. 
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On  a 

r^  =  A^  —  a,A{ax  -h  àf  -4-«)-f-  «S 

-!--(  2         2  2  2  »  +  ...; 

\  -H  3^c/s  4-  3 cazx  +  3  a^x/  / 

et,  par  suite , 

V=-/7iH — -la   I  j:<//ii  -h  b  I  y  dm  \  c  \  zdm  \ 

[—  i    /  u'dm  -I-  -   /  (fl'x'  -+-  6>j»  -4-  c>z')  ///w       1 
-H  3  ^c  I  /«f/w  +  3  cfl   f  2jr£?/it  -h  3  a6   i  xydm  1 

Nommant  Vj ,  Wi ,  a:i ,  yi ,  Zi ,  i/i  les  quantités  analo- 
gues à  V,  m,  x^  y^z^  a,  et  relatives  à  la  couche  construite 
sur  la  surface  de  niveau  considérée,  on  aura  une  expres- 
sion de  Vj  pareille  à  celle  de  V.  Or  (n**  6)  Vj  est  égal  à 

—  V,  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré  ,  pourvu 

qu'il   soit  extérieur  à  la  couche;  par  conséquent  on  a 
cette  seconde  expression  du  potentiel  V  ; 


à? 


^=z'"-^. 


Ces  deux  expressions  doivent  être  égales,  quelque  petit 
que  soit  le  facteur  -  ;  donc  les  coefficients  des  ménies  puis- 
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sances  de  -  sont  égaux,  et  cela  pour  tout  système  de  va- 
ùk 

leurs  attribuées  aux  cosinus  a,  i,  c. 

Si  Ton  fait  deux  des  cosinus  égaux  à  zéro  et  l'autre  égal  à 

Funilé,  et  que  l'on  égale  les  termes  en  —  dans  les  deux  ex- 
pressions, il  vient 

—  / a:dm  =  —    1  Xxdm,^      —   I  ydm  =  —   1  y^ànu , 

/zdm  =  —    1  z,  rf/w,  ; 


I 


c'est-à-dire  que  la  couche  et  le  corps  ont  même  centre  de 

gravité.  

Si  Ton  fait  a  =o,  i  =  i,  c  =  v^i  —  i%  et  que  l'on  égale 

les  termes  en-—:)  il  vient 

-   Att'—  32Vw  +  3^>*  Hj'— z')i//7H-6è/r^^  I  yzdm 

[-J(«î-3zî)«?m.-h3^»J(r;-z;)^m.l 
4-66^1  —  6^   jx.z.dm,  J 


Cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  i  in- 
férieure à  Funité,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

—   \  xzdm=i —    l  yiZidmi, 

m  J  w,  J 

La  première  égalité  et  les  deux  égalités  semblables  mon- 
trent que ,  si  les  axes  coordonnés  sont  les  axes  principaux 


334  MÉCANIQUE    RATIOUfNELLE. 

d'inertie  de  la  couche  relatifs  à  Torigine,  ces  mêmes 
axes  sont  aussi  les  axes  principaux  d'inertie  de  la  partie 
du  corps  qui  est  intérieure  à  la  couche. 

Admettons  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors  la  seconde  égalité 
exprime  que  les  différences  des  deux  moments  d'inertie 
principaux  autour  des  axes  des  z  et  des  }',  pour  la  couche 
et  pour  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  sont 
dans  le  rapport  des   masses  correspondantes. 

9.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours  parlé  d'attraction. 
Mais  les  théorèmes  subsistent  évidemment,  quand  l'attrac- 
tion est  remplacée  par  une  répulsion  proportionnelle  à  la 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  delà  distance.  Ils  sub- 
sistent encore ,  si  le  corps  agissant  est  composé  de  molé- 
cules, les  unes  douées  d'un  pouvoir  attractif,  les  autres 
douées  d'un  pouvoir  répulsif  5  pourvu  que  l'on  regarde 
comme  négatives  les  masses  des  molécules  douées  de  ré- 
pulsion. Seulement,  il  faudra  joindre  aux  théorèmes  cette 
condition ,  que  les  surfaces  de  niveau  considérées  soient 
fermées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ces  surfaces 
n'aient  pas  de  nappes  s'étendant  à  l'iniini.  Car  le  poten- 
tiel V  ayant  alors  des  éléments  positifs  et  négatifs ,  cette 
condition  ne  se  trouvera  pas  nécessairement  satisfaite  par 
toute  surface  de  niveau. 

Cette  généralisation  est  nécessaire  pour  faire  servir  les 
propriétés  des  couches  de  niveau  aux  problèmes  que  nous 
présente  la  théorie  de  l'électricité. 

Considérons  un  corps  bon  conducteur,  plongé  dans 
une  substance  non  conductrice ,  l'air  sec  par  exemple ,  et 
qui  a  reçu  une  certaine  quantité  d'électricité  positive  ou 
négative.  Cette  électricité  peut  séparer  une  partie  des 
fluides  qui  sont  à  l'état  de  combinaison  dans  le  corps  ^ 
mais  cela  ne  change  pas  la  quantité  totale  d'électricité 
libre,  estimée  en  considérant  l'un  des  fluides  comme  posi- 
tif et  l'autre  comme  négatif.  Finalement,  V électricité  libre 
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doit  se  distribuer  de  manière  quelle  n  exerce  aucune  ac- 
tion  sur  les  points  intérieurs  au  corps  ;  sinon  elle  dé- 
composerait encore  du  fluide  combiné.  Il  s'ensuit  que  le 
potentiel  V,  relatif  à  l'action  du  fluide  libre  sur  un  point 
{x^y^  z)  intérieur  au  corps,  reste  constant  quand  on 
fait  varier  les  coordonnées  de  ce  point.  Par  suite ,   les 

dérivées  -^-j?  ^-^î  -7-^  sont  séparément  nulles  pour  les 

points  intérieurs.  Or  on  sait  que,  si  l'on  représente  par 
p  la  densité  du  fluide  au  point  (x,  j^,  z) ,  on  a  l'équation 

rf'V       d^y       d^Y 
^"^^^rf?  =  ""^^P' 

donc  p  est  nul,  c'est-à-dire  que  lejluide  libre  se  porte 
tout  entier  à  la  surface  du  corps. 

On  peut  considérer  ce  fluide  comme  formant  intérieu- 
rement à  la  surface  du  corps  une  couche  infiniment  mince , 
d'épaisseur  constante  et  de  densité  variable.  L'action  du 
fluide  est  nulle  sur  la  surface  interne  de  cette  coucbe^ 
car  cette  surface  peut  être  considérée  comme  intérieure 
au  corps,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité.  Mais  l'action 
n'est  point  nulle  sur  la  surface  externe  ^  elle  y  est  détruite 
par  l'action  de  Tair  qui  s'oppose  à  la  sortie  du  fluide. 
L'air  ne  met  aucun  obstacle  au  déplacement  du  fluide  sur 
la  surface  conductrice  du  corps  5  c'est-à-dire  que  son  ac- 
tion est  normale  à  cette  surface.  Il  en  est  de  même  de 
l'action  du  fluide  qui  lui  fait  équilibre.  Par  conséquent, 
la  surface  du  corps  est  une  surface  de  nit^eau  relative* 
ment  à  Inaction  du  fluide. 

Considérons  une  petite  surface  fermée,  qui  se  compose 
d'un  canal  infiniment  étroit,  normal  à  la  surface  du  corps, 
et  des  éléments  superficiels  découpés  par  ce  canal  sur 
les  deux  surfaces  de  la  couche.  Si  nous  appliquons  le 
théorème  du  n°  1  à  cette  petite  surface  fermée,  en  ob- 
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servant  que  Taction  normale  est  nulle  sur  la  surface  in- 
terne de  la  couche  et  sur  les  parois  du  canal ,  nous  trou- 
vons que  l'action  exercée  par  le  fluide  sur  Félément  de 
la  surface  du  corps  est  égale  au  produit  de  4^  par  la 
masse  du  fluide  compris  dans  l'élément  de  volume  con- 
sidéré. Ainsi ,  en  tout  point  de  la  surface  du  corps  la 
densité  de  la  couche  est  proporiionnelle  à  V action  du 
Jluide  sur  ce  point. 

Nous  pouvons  en  conclure  que  le  Jluide  électrique  forme 
à  la  surface  du  corps  une  couche  de  niveau  relativement 
à  sa  propre  action. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  le  corps  conducteur 
soit  formé  de  Fensemble  de  plusieurs  masses  conductrices, 
mises  en  présence  dans  un  milieu  non  conducteur,  cha- 
cune de  ces  masses  ayant  reçu  une  quantité  donnée  d'é- 
lectricité et  agissant  par  influence  sur  les  autres.  Dans  ce 
cas ,  la  couche  formée  par  le  fluide  sur  chacune  des  masses 
sera  une  couche  de  niveau  relativement  à  l'action  du 
fluide  répandu  sur  toutes  les  masses  ;  le  potentiel  relatif 
à  l'action  de  tout  le  fluide  restera  constant  sur  tous  les 
points  de  la  surface  de  chaque  masse,  mais  sa  valeur 
pourra  changer  d'une  masse  à  une  autre. 

10.  Il  ny  a  quun  seul  état  d^ équilibre  possible  pour 
le  Jluide  électrique  réparti  sur  un  système  de  corps  con- 
ducteurs A ,  B ,  .  .  . ,  C ,  mis  en  présence  les  uns  des 
autres  dans  un  milieu  isolant,  cJmcun  de  ces  corps  ayant 
reçu  une  quantité  donnée  d'électricité  positive  ou  néga- 
tive. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  ait  deux  états  d'équilibre 5 
et  soient  a^  b^  . .  .^  c^  et  a\  b\  . . . ,  c'  les  fonctions  des 
coordonnées  qui,  dans  ces  deux  états,  représentent  en 
chaque  point  le  produit  de  Tépaisseur  de  la  couclie  par  ly 
densité  du  fluide ,  la  fonction  a  se  rapportant  à  la  surface 
A,   la   fonction   i   à  la    surface  B,  etc.   Les  fonctions 
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a  —  a^  =^  a,  b  —  i'=j3,...,  c  —  c'  =  y  répondront 
nécessairement  à  un  troisième  étal  d'équilibre  \  car  lesnou- 
velles  couches ,  qui  sont ,  pour  ainsi  dire ,  la  différence  de 
deux  couches  de  niveau ,  seront  évidemment  elles-mêmes 
des  couches  de  niveau.  Mais ,  dans  ce  nouvel  état ,  la  quan- 
tité totale  de  fluide  libre  sera  nulle  pour  chacun  des  corps. 
Or  nous  allons  montrer  qu'un  tel  état  d'équilibre  est  im- 
possible. 

Soient  a:,  j^,  z  les  coordonnées  d'un  point  extérieur 
aux  corps  du  système,  et  V  le  potentiel  relatif  à  l'action 
de  tout  le  fluide  sur  ce  point.  On  a 

d^W      d^      d'Y  _ 
dx^         dy'^         dz^ 

Multipliant  par  V  dxdydz^  et  intégrant  en  étendant 
l'intégration  à  tous  les  points  de  l'espace  extérieurs  aux 
corps ,  il  vient 

ou  bien ,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties , 

-///[(S)v(=)v(S)']-.-.. 

Dans  celte  équation  ,  les  trois  intégrales  doubles  s'éten- 
dent,  d'une  part  aux  points  situés  à  l'infini,  d'autre 
part  aux  points  situés  à  la  surface  des  corps  A,  B,  ...,C. 
Mais  les  parties  de  ces  intégrales  qui  embrassent  les 
points  situés  à  l'infini  sont  nulles,  car  pour  ces  points  le 
potentiel  V  est  nul.  Montrons  que  les  mêmes  intégrales 
II.  aa 
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font  encore  une  somme  nulle  quand  on  les  étend  à  la 
surface  de  l'un  quelconque  des  corps. 

Considérons  le  corps  A.  Soient  ds  l'élément  de  sa  sur- 
face ,  dont  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  sont 
dydz,  dzdx^  dxdy^  ei)i  ^  [i^  v  les  angles  que  la  normale 
à  cet  élément  fait  avec  les  axes. 

Observant  que  le  potentiel  V  est  constant  sur  tous  les 
éléments  de  cette  surface ,  nous  pourrons  écrire  la  somme 
dont  il  s'agit 

La  quantité   comprise  sous  le  signe  1  exprime  raclion 

normale  du  fluide  sur  l'élément  ds,  par  conséquent  elle 
est  égale  k  ^T:a.ds,  et  l'intégrale  se  réduit  à 


47rV    joids. 


Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  cette  intégrale  est 
nulle,  puisque  l  o^ds  exprime  la  quantité  totale  d'élec- 
tricité répandue  sur  le  corps  A. 

Nous  avons  donc  finalement,  pour  Tensemble  de  tous 
les  points  extérieurs  aux  corps, 

Cette  intégrale,  dont  tous  les  éléments  sont  de  même 
signe ,  ne  peut  s'annuler  qu'autant  que  ses  éléments  sont 
tous  nuls  5  et  ces  éléments  eux-mêmes  ne  peuvent  êlre 
nuls,  qu'autant  que  le  potentiel  V,  relatif  à  l'action  du 
fluide  sur  un  point  extérieur,  ne  varie  pas  avec  les  coor- 
données de  ce  point.  Mais,  dans  ce  cas,  l'action  du  fluide 
sur  le  point  est  nulle.  Ainsi  nous  sommes  conduits  à  celte 


STATIQUE.  339 

conséquence,  que  le  fluide  n'exerce  aucune  action  sur  un 
point  extérieur  aux  corps  A ,  B , . . . ,  C ,  quelque  rappro- 
ché que  soit  ce  point  de  la  surface  de  ces  corps.  D'après 
la  loi  de  continuité,  il  doit  en  être  de  même  pour  un  point 
situé  sur  la  surface.  Nous  savons  d'ailleurs  que  l'action 
du  fluide  sur  la  surface  des  corps  conducteurs  est 

47ra,      47rp,...,      4  ttv  ; 
donc 

a  =  o,    p  =  o,...,    7  =  0;      a  =z  a' y   ^==ô',...,    c  •=:  c' ; 

c'est-à-dire  que  les  deux  états  d'équilibre  supposés  sont 
identiques. 

Ce  théorème  et  la  démonstration  que  nous  en  donnons 
ici  sont  de  M.  Liouville  (  Additions  à  la  Connaissance 
des  Temps  ^our  i845). 

De  tout  ce  qui  précède ,  il  résulte  que  le  problème  de 
la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  d'un  système 
de  corps  conducteurs  est  entièrement  résolu,  quand  on 
en  connaît  une  solution  particulière.  Par  exemple,  sa- 
chant qu'une  couche  homogène,  infiniment  mince, 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  concentriques,  sem- 
blables et  semblablement  placés ,  n'exerce  aucune  action 
sur  les  points  intérieurs,  et  exerce  une  action  nor- 
male sur  les  points  de  sa  surface  externe,  on  en  con- 
clut de  suite  que,  si  l'on  donne  de  l'électricité  à  un 
ellipsoïde  conducteur,  isolé  et  libre  de  toute  influence, 
la  couche  formée  par  le  fluide  à  la  surface  du  corps 
aura  sa  densité  proportionnelle  en  chaque  point  à  la 
distance  de  rellipsoïde  semblable  infiniment  rapproché. 
Si  l'ellipsoïde  est  très-allongé,  la  densité  du  fluide  à  l'ex- 
trémité du  grand  axe  sera  beaucoup  plus  grande  que 
partout  ailleurs;  et,  comme  la  répulsion  du  fluide  sur 
lui-même  est  proportionnelle  en  chaque  point  à  la  den- 
sité de  la  couche,  il  pourra  se  faire  que  cette  répul- 

22. 
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sîon  à  rextrémité  du  grand  axe  surpasse  la  résistance 
que  l'air  ambiant  oppose  au  passage  du  fluide.  Alors  Té- 
lectricite  s'écoulera  par  le  sommet,  ce  qui  est  d'accord 
avec  le  phénomène  connu  des  physiciens  sous  le  nom  de 
pouvoir  des  pbintes. 

H.  Soient  V  le  potentiel  d^un  système  de  masses 
M, ,  Mt ^ . . . ,  concentrées  dans  les  points  Pj ,  P, , . , .  ; 

i^  le  potentiel  d'un  système  de  masses  m^y  /Wj, .  . . , 
concentrées  dans  les  points  pi,  p^,. .  .^ 

Vi ,  V, , . . .  les  valeurs  de  V  en  ces  derniers  points ^ 

j', ,  1^, , . .  .  les  valeurs  de  j'  dans  les  points  Pj,  Pj, .  .  . , 

Démontrer  quon  a  V équation 

Mif,  4-M,  t'jH-  . .  .  =  /ii,V,-H  WaVjH-..  . . 
Gauss,  Mémoire  cité,  §  19. 

12.  Soient  \  le  potentiel  d'uncorps  sur  l'élément  ds 
d'une  surface  sphérique  qui  ne  renferme  aucune  partie 
du  corps  dans  son  intérieur,  \o  la  valeur  du  potentiel 
au  centre  de  la  sphère ^  et  r  le  rayon  de  la  sphère, 

Cyds 

Démontrer  quon  a  l'équation  V©  =  ^4 — -^  y  ou,  en 

d'autres  termes^  que  le  potentiel  sur  le  centre  est  la 
moyenne  entre  les  valeurs  du  potentiel  sur  tous  les  élé- 
ments de  la  surface, 

Gaxjss  ,  Mémoire  cité ,  §  20. 
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CHAPITRE  IL 

QUESTIONS    DE    MÉCANIQUE    PRATIQUE. 


SECTION  I. 

POUSSÉE    DES    TERRES. 

Imaginons  un  plan  mené  dans  rinlërieur  d'un  massif 
de  terre  en  équilibre.  Les  forces  qui  agissent  sur  l'une 
des  faces  de  celte  section  et  maintiennent  l'équilibre,  sont 
la  pression  normale,  la  force  tangentielle  nommée  frotte- 
ment statique,  et  une  seconde  force  tangentielle  nommée 
cohésion^  qui ,  d'après  Coulomb,  est  proportionnelle  à  la 
surface  de  contact  et  indépendante  de  la  pression ,  lors- 
que l'équilibre  est  sur  le  point  d  être  rompu  (*  ). 

""         "  ««^55i«      *•  ^^  massif,  dont  la  siir^ 

face  supérieure  est  un  plan 
horizontal  BX ,  se  termine  la- 
téralement par  un  talus  BA, 
de  hauteur  donnée.  On  de- 
mande de  déterminer  le  plus 

petit  angle  [que  le  talus  puisse  faire  rn^ec  la  verticale 

sans  qu  il  Y  ail  éboulement. 

Soient 

AC  =  h  la  hauteur  du  massif^ 
a  l'angle  BAC  que  le  talus  fait  avec  la  verticale  \ 
p  le  poids  d'un  volume  de  terre  égal  à  Tunilé^ 
^  le  coefficient  de  frottement  statique  5 
V  la  force  de  cohésion  pour  l'unité  de  surface ,  lorsque 
le  glissement  est  sur  le  point  de  naître. 

(*)  Mén.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris;  17/3. 
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On  admet  dans  cette  théorie  que  la  rupture  tend  à  se 
faire  suivant  un  plan.  Nous  allons  d'abord  déterminer  le 
plan  sur  lequel  la  rupture  est  le  plus  à  craindre ,  en  sup- 
posant l'angle  a  assez  grand  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
mais  d'ailleurs  quelconque  5  puis  nous  déterminerons 
l'angle  ce  par  la  condition  que  la  rupture  soit  sur  le  poiot 
de  s'opérer  dans  le  plan  trouvé. 

En  vertu  de  la  symétrie,  le  plan  de  rupture  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Admettons  d'abord 
qu'il  coupe  le  talus  à  la  base. 

Soient  AX  ce  plan ,  (3  l'angle  qu'il  fait  avec  la  verti- 
cale, et  P  le  poids  du  prisme  ABX.  Nous  supposerons 
que  l'épaisseur  de  ce  prisme  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure  soit  égale  à  l'unité-,  le  calcul  n'en 
sera  pas  moins  général . 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  prisme  ABX  dans  la  di- 
rection XA,  lorsque  le  glissement  est  sur  le  point  de 
naître,  ont  une  somme  représentée  par  la  formule 

Pcosp  — pPsinp  —  vÂX", 

ou  bien ,  en  remplaçant  P  et  AX  par  leurs  valeurs , 

^/?A^(tangp  —  tanga){cosp  -  fxsinp)  -  ^. 

La  condition  d'équilibre  est  que  cette  somme  soit  nulle 
ou  négative.  Plus  cette  somme  s'approche  de  o ,  plus  on 
doit  craindre  une  rupture  sur  le  plan  AX. 

Or,  quand  h  augmente,  la  partie  positive  de  cette 
somme  augmente  plus  rapidement  que  la  partie  négative, 
car  la  première  partie  contient  /^*  en  facteur,  tandis  que 
la  seconde  contient  seulement  h  à  l'un  de  ses  termes; 
donc ,  toutes  choses  égales ,  la  rupture  sur  le  plan  AX  est 
d'autant  plus  à  craindre  que  la  hauteur  verticale  du 
prisme  qu'il  sépare  est  plus  grande.  Ainsi,   c'est  avec 
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raison  que  nous  avons  placé  l'intersection  du  plan  et  du 
talus  aussi  bas  que  possible. 

Pour  déterminer  l'angle  (3,  posons 

tangp  =  j:,      ^  =  '»» 

et 

{x  —  tanga)(i  —  ^ix)  —  a{i  -+-  x^)  =zf[x). 

La  condition  d'équilibre  sera 

V  i-f-  a:'  — 

et  l'angle  cherché  ^  sera  celui  pour  lequel  le  premier 
membre  de  cette  inégalité  devient  un  maximum.  Sa  tan- 
gente, X  ^  vérifiera  Téquation  dérivée 

{i-^x')f'{x)^xf{x)z=.o. 

Ceci  posé,  on  pourra  tirer  la  valeur  de  x  de  cette 
dernière  équation,  la  reporter  dans  la  relation  précé- 
dente où  le  second  membre  sera  pris  égal  à  o  5  alors  on 
aura  une  équation  propre  à  déterminer  l'angle  a  qui  fait 
l'objet  du  problème.  Mais  on  arrivera  plus  simplement 
au  même  résultat  en  éliminant  x  entre  les  équations 

/(.r)=:o     et    f[x)=zo. 

On  trouve  ainsi  une  équation  qui ,  résolue  par  rapport 
à  tanga ,  donne  la  valeur 
1        2 


taDga=  -  -h  -  [«-  sla  («-+-fx)  (i-t-f*')], 
r        r 


ou 


I  2    r2v  /2v  /  2v  \   ,  ."] 

Cet  angle  a  dépend  de  la  hauteur  h» 

A  mesure  que  la  hauteur  augmente,  tanga  s'approche 

de  la  limite  -/qui  conviendrait  à  toute  hauteur,  si  la  co- 
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hésion  était  nulle,  comme  cela  a  lieu  sensiblement  dans 
les  terres  fraîchement  remuées. 

La  plus  grande  hauteur  K  sur  laquelle  le  massif  puisse 
se  soutenir  à  pic,  est  celle  qui  rend  nulle  la  valeur  (i)  de 
tanga.  On  trouve 

Les  formules  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déterminer  les 
coeflScients  fx  et  v  pour  un  terrain  donné.  Deux  expé- 
riences faites,  l'une  dans  le  cas  de  la  formule  (i) ,  l'autre 
dans  le  cas  de  la  formule  (2),  suflSsent  théoriquement  à 
cette  détermination. 

Navier  ,  Leçons  de  Mécanique  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées  ; 
2«édit.,  sect.  II,  art.  i. 

2.  Un  massif  terminé 
par  un  plan  horizontale^ 
peut  se  soutenir  à  pic  sur 
une  hauteur  BD  =  h\  On 
demande  de  déterminer  le 
profil  courbe  DA  que  le 
terrain  doit  av^ir  au-des- 
sous du  point  D ,  pour  être  à  la  limite  de  stabilité  en 
tout  point  de  ce  profiL 

Soient  pris  BD  pour  axe  des  z ,  le  prolongement  de  XB 
pour  axe  des  y.  Nommons  z,  j^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  A  de  la  courbe  cherchée  ;  par  ce  point 
menons  une  droite  AE  tellement  inclinée,  que  le  trian- 
gle AEX  soit  équivalent  à  la  figure  ADBX.  Soient  m  la 
distance  du  point  E  à  la  verticale  du  point  Â ,  et  a  Fangle 
de  AE  sur  la  verticale.  Conservons  pour  le  reste  la  nota- 
tion du  problème  précédent. 

Le  terrain  terminé  au  talus  fictif  AE  doit  être  à  la  limite 
de  stabilité.  Si  donc  on  observe  quer/  =  ztanga  et  que  z 
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est  la  hauteur  du  talus,  on  aura ,  d'après  le  problème  pré- 
cédent , 


z        1 


D'ailleurs  l'égalité  des  surfaces  AEX^  ADBX  donne 

Différentiant  ces  deux  équations  et  éliminant  yj,  rfyj, 
ou  trouve  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée, 


'  2v  2v 


(^(^\/'- 


L'intégrale  s'obtient  immédiatement, 

y        2v 

la  constante  étant  telle  ciuey  s^annule  pour  z=h', 

dy 
Si ,  dans  l'expression  de  —  >  on  remplace  z  par  la  va- 
leur de  h'  qui  a  été  donnée  au  problème  précédent ,  on 
trouve  que  la  courbe  AD  coupe  la  verticale  BD  au  point  D 
sous  un  angle  dont  la  tangente  est 

3.    Soit  un   massif  ABCDEF.  .  .,    soutenu  par    un 
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mur  ABj  et  dont  le  profil  est  un  polygone  quelconque^ 
mais  constant  sur  toute  la  longueur.  On  suppose,  dans 
ce  massifs  un  prisme  ABCDEX  prêt  à  glisser  sur  le  plan 
fixe  AX  en  faisant  reculer  le  mur.  Il  s'agit  de  déter- 
miner le  plan  AX  par  la  condition  de  rendre  un  maxi- 
mum la  résultante  des  forces  que  le  prisme  séparé  exerce 
sur  le  mur  de  revêtement.  On  néglige  la  cohésion  des 
terres  soit  entre  elles ,  soit  avec  la  paroi  du  mur, 

c        »  F      -^^'- ' 


Le  plan  AX  déterminé  par  cette  condition  est  nommé 
d'après  Coulomb  plan  de  rupture^  parce  qu'on  admet 
que  la  rupture  commencera  sur  ce  plan,  si  la  réaction 
du  mur  vient  à  n'être  plus  suffisante  pour  maintenir  l'é- 
quilibre. 

Soient  p  le  poids  des  terres  sous  Funilé  de  volume 5 

tang(p  et  tang(p'  les  coeflBcients  de  frottement  des  terres 
sur  elles-mêmes  et  sur  la  paroi  du  mur  -, 

a  l'angle  que  la  paroi  du  mur  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AH  du  côté  du  massif  j 

P  le  poids  du  prisme  5 

R  et  S  les  résultantes  des  réactions  du  mur  et  du  plan 
de  rupture  sur  le  prisme  5 

j3  l'angle  que  le  plan  de  rupture  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AH  du  côté  du  massif. 

Les  forces  P,  R,  S,  transportées  en  un  riième  point, 
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doivent  se  faire  équilibre*,  on  a  donc 

R_sin(P,S) 
-_  __. 

sin(R,S) 

Si  Ton  observe  (t.  I,  p.  Sg)  que  R  et  S  font  les  angles 
(f'  et  9  avec  les  normales  au  mur  et  au  plan  de  rup- 
ture, on  reconnaît  aisément  que  Tangle  (P,  S)  est  égal  à 

7r— j3-f-9  et  rangle(K,S)  à  tt  —  (a— (3)— 9  — 9'.  Par 
suite, 


sin(a— p-h<p-+-«p') 

Il  nous  faut  exprimer  le  poids  P  à  Taide  d'un  élément 
géométrique  qui  fixe  la  position  du  plan  AX5  alors  la 
question  sera  réduite  à  déterminer  le  maximum  d'une 
fonction  d'une  seule  variable. 

Pour  ce  calcul,  il  suffira  évidemment  de  considérer 
une  longueur  du  prisme  égal  à  Tunité^  en  outre,  il  fau- 
dra supposer  que  l'on  connaisse  le  côté  du  profil  poly-. 
gonal  qui  est  coupé  par  le  plan  de  rupture. 

Soient  EF  ce  côté  5 

0)  son  inclinaison  à  Thorizon,  qui  sera  positive  si  la 
droite  EF  s'élève  en  s' éloignant  du  mur  du  côté  du 
massif; 

h  la  dislance  du  point  A  au  côté  EF; 

AI  une  droite  tellement  inclinée,  que  le  triangle  formé 
par  cette  droite  ,  le  côté  EF  et  la  droite  AX,  soit  équiva- 
lent au  polygone  ABCDEX  (cette  droite  AI  est  connue)  5 

X  l'angle  que  la  droite  AI  fait  avec  Thorizontale  AH  du 
côté  du  massif. 

Première  solution,  —  On  prend  pour  inconnue  la 
quantité  tang([3 — (p). 

L'expression  de  Taire  du  triangle  AIX,  en  fonction  de 


1 
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la  hauteur  el  des  trois  angles,  donne  d'abord 

p^     A'  siD(\-^p) 

^  2  sin(X  —  w)5in(p— w) 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  Téquation  (i) ,  que  l'on 
remplace  ensuite  sin  (X —  (3) ,  sîn  (j3 — co) ,  sin  (a — i3-h94-/) 
par  les  expressions  équivalentes 

sinfX  —  (j>)cos(p  —  <p)— sin([i  — (j>)  cos(>  —  <p), 
sin(p —  (p)cos(y — w)-hsin((p  —  &))cos(p  — (p), 
sin  (  a  -H  <p'  )  ces  (  p  —  y  )  —  sin (  p  —  ip  )  ces  (  a  -f-  (p'  ) , 

et  que  l'on  pose ,  pour  abréger, 

h}  cos(>  —  9»)  

^  2  sin{X — w)cos((j> — w)cos(aH-(p')  "^     ' 
tang(>  — <p)=:fl,     tang(ç  — a))  =  6,    tang(a4-<j>')  =c, 
tang(p— ç)=x, 
il  vient 

La  valeur  de  x  qui  rend  cette  pression  un  maximum 
vérifie  Téquation 

.,.     dK  [a-:^b)x{x-^c)^c{x  —  a){x-\'b) 

(3)     --     ou  A  ' — -. ',      rr-^-i -'=0. 

^    '    dx  {x  -^  bY[x  —cf 

On  en  tire 

X  —  c       c  [x — a)  c  (c  —  a) 

X  -^  b       x(a-h  b)       x(a  -^  b  —  c) —  bc 


x[a'-\-b — c) — bc ,        A(c  —  a) 

—  b(a-{-b)  \  b{a^  b)' 

Pour  obtenir  la  valeur  de  la  dérivée  seconde  -^-j  qui 

répond  à  la  double  valeur  de  x,   il  suflBt  de  remplacer 
dans  l'expression  (3)  le  numérateur  par  sa  dérivée,  puis 
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de  substituer  la  double  valeur  en  question  ]  on  trouve  ainsi 
iPH nxia-h  b  —  c)  —  nbc 


La  valeur  correspondante  de  R  s'obtient  de  suite,  en 
observant  que  l'équation  (3)  peut  s'écrire,  d'après  la  for- 
mule (2), 


L         c  \x-{-bJ  Jj:(j?  — c)  ' 


et  que,  d'ailleurs ,  on  a  identiquement 
11  vient 


j.^Ac{a  +  b)(         b     /r(c-a)\' 
"—     (b-hc)'    y  —  c\b{a-^b)J' 

R  ne  pouvant  être  négatif,    il  s'ensuit  que  le  facteur 
Ac  (<2  +  i  )  est  positif.  Divisant  par  ce  facteur  la  valeur 

jj  "R 

de  la  dérivée  ——obtenue  précédemment,  on  voit  que 
cette  dérivée  a  le  signe  de  la  quantité 


b      /c(c  —  a] 


à)' 

Si  donc  on  nomme  K  la  valeur  numérique  de  cette  der- 
nière quantité ,  la  formule 

Ac(a  +  6) 

^     A»  sin(«  +  /) 

'    2  sin'{a  —  w  +  <p-|-<p')^  ' 

représentera  la  pression  maximum  quand  on  prendra  le 
signe  inférieur,  et  la  pression  minimum  quand  on  prendra 
le  signe  supérieur. 
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Les  valeurs  correspondantes  de  x  soûl 

j_tang(a4-Y)j^  ' 
"^tang(<p— o)) 

et  Ton  a 


K  —  i  A"*  (g  —  X  4-  y  -t-  y'  ]  sin  (y  —  o^ } 
V  sin  (X — ûj)  sin  (a -h  y') 

Le  minimum  ne  répond  pas  au  problème  actuel  ;  mais,  si 
l'on  change  les  signes  des  angles  ç  et  y'  dans  les  formules 
relatives  au  minimum,  elles  donneront  la  solution  du  pro- 
blème correspondant  dans  le  cas  de  la  butée  des  terres. 
C'est  le  cas  où  le  mur  tendrait  à  s'avancer  dans  l'inté- 
rieur du  massif  en  soulevant  un  prisme  de  terre. 

Observons  encore  que,  dans  les  deux  cas,  si  l'on  s'était 
trompé  sur  le  choix  du  coté  EF  coupé  par  le  prisme ,  les 
formules  en  avertiraient ,  et  l'on  aurait  à  recommencer 
le  calcul  en  choisissant  un  autre  côté.  Au  reste,  un  peu 
d'attention  suffira  d'ordinaire  pour  éviter  ces  tâtonnements 
fâcheux. 

Comme  application ,  supposons  que  la  surface  supé- 
rieure du  terrain  soit  un  plan  horizontal ,  et  que  Ton 
puisse  négliger  le  frottement  des  terres  contre  le  pare- 
ment du  mur.  Alors  on  aura  w  =  o,  X  =  a,  (p'  =  o,  et  l'on 
trouvera  facilement  la  pression  maximum 

_    sm' î 

^       i       n'  2 

Jk  =  -p-: , 

.  2     sin  a    .      a  4-  ç 
sm' i 

2 

ainsi  que  l'inclinaison  du  plan  de  rupture , 

_. >=^'»- 

(')  M.  Saint-Guilhem,  auquel  nous  empruntons  cette  solution  {Journal 
f}o.  M.  Liouville,  t.  IX,  p.  i;  i8/|'(),  l'étend  au  cas  où  l'on  tient  compte  de 
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Deuxième  solution.  —  Joignons  le  point  A  au  côté  EF 
par  deux  droites  AM,  AN,  situées  de  part  et  d'autre  de  la 
droite  AB,  et  formant  avec  elle  les  angles  a  —  ?,  9  H-  y'. 
Entre  les  droites  MN,  AN,  menons  des  droites  II',  XX' 
parallèles  à  AM.  L'inconnue  sera  la  position  du  point  X'. 

La  géométrie  nous  donne  les  relations 

2  • 


siD  (.a  -  p  H-  <?  -h  (?')  "~  XX' ' 


IX       IX^ 

MN~"  AN 


AN   XX' 


AM  NX' 

/<  MN  =  AN  .  ÂM  sin  (a  +  ^'). 

Égalant  le  produit  des  premiers  membres  à  celui  des  se- 
conds membres,  il  vient  (1) 

R=r-z?  ANsm(a-h  ?  ) 

2  •  NX' 

Or,  si  Ton  pose,  avec  M.  Bélanger  (Cours  de  TÉcole  Po- 
lytechnique), 

NÂzzrt,      Nr  =  ^     WKf=zx, 
on  voit  aisément  que  le  maximum  de  la  fraction 

rX'.  ÂX'  ____  {x-'i){a^x) 
Nlr      ""  ^ 


la  cohésion  des  terres  entre  elles  et  avec  la  paroi  du  mur.  Mais  ,  comme 
l'objet  de  ce  calcul  est  de  déterminer  l'épaisseur  qu*il  faut  donner  au  mur 
pour^qu'il  ne  soit  point  repoussé,  il  est  plus  sûr  de  ne  pas  supposer  une 
cohésion  qui  peut  être  anéantie  par  un  ébranlement  fortuit. 
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répond  k  x  =  sjai.  Telle  est  donc  la  distauce  du  point  X' 
au  point  N. 

Le  point  X'  étant  connu,  il  suffira  de  mener  par  ce  point 
une  parallèle  à  la  droite  AM  pour  avoir  la  position  du 
point  X  et,  par  suite,  celle  du  plan  de  rupture. 

Le  maximum  de  la  résultante  R  est 

R  =  -/?  sin  (a  -H  y')  {a  —  s[âi)\ 

R  =  -  /?  sin  (a  +  ?')  ÂX'! 

Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  se  fonde 
cette  solution,  sont  dues  à  M.  Poncelet  (*).  C'est  au 
même  gcomètre  que  Ton  doit  la  théorie  de  la  butée  des 
terres. 

4.  Restant  dans  les  conditions  du  problème  précé- 
dent, on  demande  de  trouver  le  centre  de  poussée ^  c'est- 
à-dire  le  point  d'application  de  la  pression  normale  sur 
le  parement  du  mur. 

Soient  /  =  AB  la  hauteur  du  mur,  z  la  distance  du 
centre  de  poussée  à  Taréte  de  couronnement  B ,  R^la  pres- 
sion normale  exercée  sur  la  partie  du  mur  qui  est  comprise 
entre  Tarêtc  de  couronnement  et  une  horizontale  située 
à  la  distance  z  •,  on  admet  que  celte  pression  est  la  pression 
maximum  que  donnent  les  formules  du  problème  précé- 
dent appliquées  à  la  partie  du  mur  considérée- 

Ecrivant  que  le  moment  de  la  pression  résultante  R 
autour  de  l'arête  B  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
composantes ,  il  vient 

La  question  est  ramenée  à  une  quadrature. 

(')  Mémoire  sur  la  stabilité  des  revêtements  et  de  leurs  fondations 
(  Mémorial  de  V Officier  du  Génie,  n^  i3  ;  i84o). 
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Pour  le  cas  d'une  terrasse  dont  le  plan  supérieur  monte 
à  partir  de  Tarête  de  couronnement,  eti  faisant  avec  Tho- 
rîzon  un  angle  co,  moindre  que  l'angle  y  du  talus  naturel 
des  terres,  B,  est  proportionnel' à  z^^  et,  par  suite,  on  a 


-'=%'■ 


SECTION  IL 

RÉSISTANCE    DES    MATÉRIAUX. 


On  admet  comme  fait  d'expérience  qu'un  prisme  ko- 
mogène,  soumis  à  une  traction  ou  pression  longitudinale, 
uniformément  répartie  sur  sa  base,  s'allonge  ou  se  rac- 
courcit d'une  quantité  proportionnelle  à  l'effort  exercé, 
tant  que  l'on  ne  produit  pas  de  déformation  permanente, 
et  que  la  variation  de  longueur  est  très- petite  par  rapport 
à  la  longueur  elle-même.  Cet  allongement  est  de  plus  pro- 
portionnel à  la  longueur  du  prisme ,  et  inversement  pro- 
portionnel à  l'aire  de  la  base.  Le  rapport  dépend  de  la 
nature  du  corps. 

Si  l'on  nomme  P  la  force  de  traction,  e  l'allongement, 
/  la  longueur  du  prisme,  o)  l'aire  de  la  base  et  E  une 
constante  qui  dépend  de  la  nature  du  corps,  on  a 

Cette  formule  s'applique  également  au  cas  d^une  pres- 
sion et  d'un  raccourcissement.  La  constante  E  mesure 
l'allongement  de  l'unité  de  longueur,  sous  l'influence 
d'une  traction  égale  à  l'unité,  appliquée  sur  l'unité  de 
section.  Elle  se  nomme  le  coefficient  d'élasticité  du  corps. 

Un  exemple  simple  nous  montrera  comment  ce  seul 
principe  suffit  à  déterminer  les  conditions  de  plus  grande 
II.  a3 
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Stabilité ,  pour  un  assemblage  de  pièces  qui  supportfsnt 
des  efforts  tous  dirigés  dans  le  sens  de  la  longueur. 

1.  Soit  un  assemblage  triangulaire  ABC,  /otmé  de 
deux  pièces  de  charpente  également  inclinées  AB.  AC 
et  d^une  pièce  horizontale  BC  4/ui 
relie  les  deux  premières.  On  propose 
de  déterminer  la  disposition  de  Vas- 
serrAlage  et  fépaisseur  relatii^e  des 
pièces  quij  sous  un  même  "volume, 
rendent  un  minimum  laflexi&n  ver- 
ticale produite  sur  le  sommet  A  par 
un  poids  P. 

On  suppose  les  pièces  de  même  nature,  et  assemblées  de 
telle  manière  que  les  efforts  qu'elles  supportent  soient 
tous  dirigés  dans  le  sens  de  leur  longueur. 

Soient 

/  la  longueur  de  la  pièce  horizontale  ; 

h  la  longueur  commune  des  pièces  inclinées  ; 

co  la  section  commune  de  ces  deux  pièces  ; 

h  la  hauteur  du  triangle; 

a  a  Tangle  en  A . 

On  a 


=^/-$•. 


cette  relation,  étant  diffërentiée,  fait  connaître  la  varia- 
tion de  la  hauteur  en  fonction  des  variations  des  côté», 

Dans  cette  relation  et  dans  les  calculs  qui  vont  suivre , 
nous  compterons  positives  les  variations  à  h  on  e,  db  et 

à  -  quand  les  longueurs  A,  i  et  -  seront  diminuées. 
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Chacune  des  pièces  inclinées  est  pressée  par  une  force 

éfi'aleà ?  et  la  pièce  horizontale  est  tirée  par  une 

^         2  cos  a  *  *^ 

force  égale  à  — :  d'ailleurs  b  =  — : — j  à  =  — : — •  On 

^  2cosa  xsina  2sma 

a  donc,  d'après  la  formule  (A),  en  supposant  d'abord 

que  la  pièce  horizontale  ait  même  section  que  les  pièces 

inclinées , 

à    ,  l        asina   E        P  /  E/P  i 

h  2Sina     /cosa    ta    2cosa   2Sina         4^    sina  cos'oc 

2    2        /    2sina  E  Psina  /         E/P       siii^a 


2    /cosa    (ù    2 cosa   2         46)    snacos'a 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)9  on  obtient 
une  valeur  de  la  flexion  verticale ,  qui  peut  s'écrire  ainsi 

_E/Pr  i 1 

~    4<^R^i^^('  —  sina)         J 

Cette  flexion  est  un  minimum  lorsque  sina  =  -?  c'est- 
à-dire  ,  lorsque  le  triangle  est  équilatéral.  Alors 

3E/„ 

Si  Ton  veut  que  le  volume  des  pièces  soit  un  minimum 
pour  une  résistance  donnée ,  il  faut  que  leurs  sections 
soient  proportionnelles  aux  efforts  qu'elles  supportent. 
Dans  ce  cas,  la  section  de  la  pièce  horizontale  sera  b)  sina, 

et  Ton  aura 

_E/P   I  4-  sin^g 
4**    sinacps'a 

Soit  n  le  plus  grand  effort  que  chaque  pièce  puisse 
supporter  sur  l'unité  de  section  ,  sans  que  la  limite  d'élas- 
ticité soit  dépassée. 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  le  poids  P, 

23. 
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mns  qn'il  y  ait  défonnalîon  permaneDte^  s^-a  donnée  par 

rëqoation 

P 

=  n, 

2WCOSZ 

et  la  plus  grande  valeur  de  la  flexion  Terticale  ser» 

__  E/n  I  -4-  sin-a 
2     sifi  z  COS  3t 

Le  minimum  de  celle  valeur  répond  à  tanga  =  -p  ;  c'csl- 

à-dire  que  la  plus  grande  flexion  dont  Tassemblage  soit 
^2^  susceptible  sans  altération  permanente ,  est  un  minimiun, 
lorsque  la  hautmr  du  triangle  est  ^ale  à  la  demi-diago- 
nale du  carré  construit  sur  le  côté  /•  Celle  plus  grande 
flexion  minimum  a  pour  valeur  i^EAII,  h  représentant 
la  hauteur  du  triangle  ;    le    poids  qui    la    produit   est 


\/i 


b>n. 


Lamé  ,  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de 
l'élasticité  y  leçon  vu . 

2.  Généralisons  le  principe  qui  nous  a  servi  jusqu'ici 
de  point  de  départ.  Disons  que ,  dans  tout  corps  solide 
soumis  à  un  effort  extérieur  qui  le  déforme  l^èrement 
sans  produire  d'altération  permanente,  le  déplacement 
relatif  des  molécules  fait  naitre  entre  chaque  couple  de 
molécules  très- voisines  ime  force  proportionnelle  au  dé- 
placement relatif  9  répulsive  si  les  molécules  ont  été'rap- 
prochées,  attractive  si  elles  ont  été  écartées. 

Cette  généralisation , 
jointe  à  quelques  hypothè- 
ses assez  plausibles,  nous 
permettra  de  déterminer 
Informe  et  les  conditions 
de  stabilité  d'un  solide 
prismatique  soumis  à  des 
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efforts  quelconclues  j  en  supposant  que  les  dimeasions 
transversales  du  solide  soient  petites  comparativement  à 
sa  longueur.  L'accord  des  résultais  de  lexpéiience  avec 
ceux  de  l'analyse  justifiera  les  hypothèses.  Nous  nous  bor- 
nerons à  considérer  le  cas  d'efforts  parallèles  entre  eux , 
perpendiculaires  à  Taxe  du  corps,  et  produisant  une 
flexion  peu  considérable. 

Soit  OA  UQ  prisme  horizontal  dans  sa  position  natu- 
relle, qui  est  sollicité  par  des  forces  verticales  P,  situées 
dans  le  plan  qui  ^divise  le  corps  suivant  sa  longueur  en 
deux  moitiés  symétriques.  Ce  plan  sera  celui  de  la  (î|;ure. 

Par  l'effet  de  ces  forces  le  prisme  fléchit  légèrement. 
Nous  supposerons  que  les  molécules,  qui  se  trouvaient 
primitivement  dans  une  section  »«'  perpendiculaire  aux 
arêtes  du  prisme ,  soient  encore  situées  après  leur  déplace- 
ment dans  un  plan  normal  aux  courbes  que  forment  alors 
ces  arêtes.  Dans  cette  supposition,  le^lan  nn\  qui  contient 
les  molécules  considères,  n'a  pu  que  tourner  d'un  angle 
infiniment  petit  autour  d'une*  droite  horizontale  G,  qui 
est  restée  fixe  relativement  à  une  deuxième  section  nor- 
male mni\  très -voisine  de  la  première. 

Soient  dO  l'angle  infiniment  petit  de  rotation,  ds  la 
distance  constante  de  la  droite  G  à  la  section  mn/  ^  dcô 
Félément  de  la  section  nn\  z  la  distance  de  cet  élément 
à  la  droite  G,  et  E  le  coefficient  d'élasticité  du  corps. 

La  force  élastique  développée  sur  l'élément  rfw  est  nor- 
male à  cet  élément.  Pour  estimer  son  intensité,  il  nous 
suffit  de  considérer  le  prisme  élémentaire  qui  a  cet  élé- 
ment pour  base  et  se  termine  à  la  section  mm!,  La  lon- 
gueur naturelle  de  ce  prisme  est  ds^  son  allongement  est 
zr/^^  par  conséquent,  l'effort  qu'il  supporte  sur  sa  base 
est 

I   ^/ô     , 

-    -r-  2  «  W . 

E  ds 
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Les  forces  élastiques  qui  s'exerceat  sur  les  différents 
éléments  de  la  section  nn\  font  équilibra  aux  forces  exté- 
rieures P  qui  agissent  sur  la  portion  de  prisme  nn  K. 
Projetant  ces  forces  sur  la  normale  à  là  section  nn*^  puis 
prenant  leurs  moments  autour  de  la  droite  G,  nous  ob- 
tiendrons deux  équations  d'équilibre  qui  seront  suffi- 
santes pour  résoudre  les  questions  que  nous  avons  en  vue. 

Les  forces  P  sont  verticales ,  et  la  normale  sur  laquelle 
nous  les  projetons  est  sensiblement  horizontale,  comme 
les  arêtes  elles-mêmes  •,  les  forces  élastiques  sont  paral- 
lèles à  l'axe  de  projection  -,  nous  avons  donc ,  à  très-peu 
près,  l'équation 


où  Tintégrale  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la  section  nn\ 
Ceci  nous  montre  que  la  droite  G  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section.  Il  s'ensuit  que  la  fibre  qui  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  chacune  des  sections  normales  n'é- 
prouve aucune  dilatation ,  aucune  contraction,  quelle  qiie 
soit  l'orientation  du  prisme  autour  de  celte  ligne.  Cette 
propriété  l'a  fait  nommer  Ugne  des  fibres  ini^ariables. 

Soit  \^  Vp  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures autour  de  la  droite  G,  comptés  positifs  quand  la 
rotation  dQ  qu'ils  tendent  à  produire  est  positive.  L'équa- 
tion des  moments  sera  la  suivante  : 

La  quantité  E—  I  z^dtù  est  ce  qu'on  appelle  le  moment 

d! élasticité  du  prisme  dans  la  section  nn\  pour  l'état  de 
flexion  résultant  des  forces  P. 

Si  nous  appelons  p  le  rayon  de  courbure  correspondant 
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au  point  G  sur  la  courbe  formée  par  la  ligue  des  fibres 
invariables,  et  îl  le  moment  d'inertie  de  la  section  nn' 
autour  de  Tborizontale  G,  l'équation  précédente  pourra 
s'écrire 

(■)  If  =  2'^- 

Cette  équation  nous  montre .  en  particulier,  que,  dans  le 
cas  où  les  forces  extérieures  P  se  réduisent  à  un  couple, 
la  courbe  formée  par  le  prisme  est  un  arc  de  circonfé- 
rence^ car,  le  second  membre  de  l'équation  étant  constant 
pour  toute  section ,  il  faut  que  le  rayon  de  courbure  soit 
aussi  constant.  Dans  tous  les  cas ,  elle  nous  fera  connaître 
la  courbe  OGA  formée  par  l'axe  du  prisme. 

En  effet,  rapportant  cette  courbe  à  deux  axes  rectan- 
gulaires OX,  OT,  le  premier  horizontal ,  le  second  verti- 
cal ,  nous  avons  rigoureusement 


comme,   par  hypothèse,  —    est  très-petit,  nous  pou- 
vons poser,  avec  une  approximation  suffisante , 

Alors  l'équation  (i)  devient 

et  c'est  là  l'équation  différentielle  de  la  courbe. 

L'équation  (i)  peut  encore  servir  à  déterminer  la  li- 
mite que  les  efforts  extérieurs  ne  sauraient  dépasser, 
sans  que  le  corps  subisse  une  déformation  permanente  ; 
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mais,  pour  cet  usage,  il  eonvient  de  metti:e  réquation 
sous  une' autre  forme. 

Soient  R  la  force  élastique  qui  s'exerce  sur  l'élément 
</&),  rapportée  à  Tunilé  de  surface;  z^  la  distance  de  la 
droite  G  à  l'élément  d(ù  qui  en  est  le  plus  éloigné,  soit 
au-dessus,  soit  au-dessous  ;  R,  la  valeur  de  R  correspon- 
dante à  la  distance  z^. 

Nous  avons ,  pour  tous  éléments  d'une  mente  section , 

K        ï  dQ  R. 

—  =  -;-;-=  COnSt.   = • 

z        E  ds  Zi 

Diaprés  celte  valeur,  Téquation  (i),  relative  à  une  section 
quelconque,  peut  s'écrire 

C3)  «■  =  ^2p/'- 

Sous  cette  forme  elle  montre  que,  pour  éviter  une  dila- 
tation permanente,  il  faut  que  la  quantité  ~  ^^  Pp,  relative 

aux  divers  éléments  du  prisme  qui  éprouvent  une  trac- 
tion ,  soit  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  la  plus  grande 
traction  R,  qu'un  prisme  de  même  nature  peut  éprouver 
sur  l'unité  de  surface ,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  sans 
contracter  de  dilatation  permanente.  Il  suffit  évidem- 
ment que  la  condition  soit  satisfaite  pour  les  éléments  de 
chaque  secticm  les  plus  éloignés  de  la  ligne  des  fibres 
invariables  du  côté  de  la  convexité j  car,  sur  ces  élé- 
ments extrêmes,  la  quantité  —  ^J^p  est  plus  grande  que 

sur  les  éléments  intermédiaires. 

De  même,  pour  éviter  une  compression  permanente,  il 

faut   que  la  quantité  —  ^  Pp,  relative  aux  éléments  de 

chaque  section  les  plus  éloignés  de  la  ligne  des  fibres  in- 
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variables  du  côté  de  la  concavité,  soii  inférieure  ou  tout 
au  plus  égale  à  la  plus  grande  pression  R^  qu'un  prisme 
de  même  matière  peut  éprouver  sur  Tunité  de  surface, 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  sans  contracter  de  compres- 
sion permanente. 

Les  limites  R^,  R^  ont  été  déterminées  par  l'expérience 
pour  les  substances  les  plus  communément  en  usage. 

Les  mêmes  équations  (jr),  (2),  (3)  peuvent  s'appliquer 
à  un  solide  de  section  variable,  poiirvu  que  la  variation  se 
fasse  par  degrés  insensibles,  et  que  la  longueur  du  corps 
soit  considérable  vis-à-vis  des  dimensions  transversales. 
Or,  les  forces P  étant  données  de  position,  on  pourra  faire 
varier  la  section  du  corps  avec,  la  distance  à  l'extrémité, 

de  manière  que  la  quantité  -^  ^^p  ait  la  même  valeur 

pour  chacune  de  ces  sections ,  quelle  que  soit  la  grandeur 
des  forces  P.  Si  le  corps  ainsi  construit  est  tel  qu'on  puisse 
lui  appliquer  l'équation  (3),  alors  il  présentera  égale 
chance  à  la  rupture  sur  toutes  ses  sections ,  c'est-à-dire 
qu'il  sera  un  solide  d'égale  résistance  relativement  à  des 
forces  agissant  comme  les  forces  P. 

3.  appliquons 
cette  théorie  au  cas 
d'un  prisme  qui  est 
soutenu  à  ses  extré- 
mités par  deux  ap- 
puis de  nii^eau,  et  qui  porte  un  poids  V  à  son  point  mi- 
lieu, outre  une  charge  xs  également  répartie  sur  toute  sa 
longueur. 

Soient  A,  A'  les  points  d'appui,  A  Torigine  des  axes, 
C  le  milieu  du  prisme  et  2a  la  distance  des  appuis. 

Cherchons  d'abord  la  courbe  formée  par  la  partie  de 

Taxe  du  prisme  qui  est  comprise  entre  les  points  A  et  C. 

Dans  l'équation  géfaéralc  (2),  on  peut  prendre  pour  les 
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forces  P,  soit  les  forces  extérieures  qui  agissent  à  droite 
du  point  considéré  (x,  y)^  soit  celles  qui  agissent  à 
gauche.  Prenons  les  forces  qui  agissent  du  côté  de  l'ori- 
gine. 

Les  réactions  des  appuis  peuvent  être  supposées  verti- 
cales, et  leur  valeur  commune  est  •  Nous  avons 

donc  Téquation  ^ 


E  i/o?»       aaJo 


■  X  ■=  -y—  X* X, 


2  4^ 


Si  nous  intégrons  en  observant  que   ~-  est  nul  pour 
x  =  a,  et  que  y  est  nul  pour  a:=  o,  il  vient 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  AC.  L'autre  moitié 
A'C  est  évidemment  symétrique. 

Soit f  lai Jlèche  ou  l'ordonnée  maximum,  laquelle  ré- 
pond à  a:  =  a. 

L'équation  précédente  donne 

Il  en  résulte  ces  deux  théorèmes  :  Lorsqu'un  prisme 
est  posé  horizontalement  sur  deux  appuis  et  cliargé 
en  son  milieu,  la  flèche  est  proportionnelle  au  poids 
qu'il  supporte  et  au  cube  de  la  distance  des  points  d'ap* 
pui. 

Si  la  charge  est  uniformément  répartie  sur  la  longueur 
du  solide,  la  flèche  est  celle  que  produirait  un  poids  égal 
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5 
aux  ^dela  charge  et  qui  agirait  au  milieu  de  la  longueur. 

Cherchons  la  forme  des  solides  iT^ale  résistance  dans 
les  mêmes  conditions. 

La  formule  (3)  devient  ici ,  en  supprimant  les  indices 
et  considérant  les  valeurs  numériques  des  deux  membres, 

a         P-i-cT         o     , 
z  ^  \a 

Convenons  que  la  section  transversale  du  solide  sera 
un  rectangle  dont  la  base  horizontale  aura  partout  même 
longueur  b.  Alors,  z  désignant  la  demi-hauteur  de  ce 
rectangle ,  nous  aurons 


n=|6.n 

d'où 

(6) 

2  rn    ,         P-f-or 

Z"^'                2 

Quand  on  suppose  R  constant  et  z  variable,  cette  équa- 
tion représente  la  courbe  qui  limite  la  face  latérale  du 
solide  d'égale  résistance,  supposé  exempt  de  toute  flexion 
dans  son  état  naturel.  Cette  courbe  est  généralement  une 
ellipse  de  grande  excentricité.  Elle  se  réduit  à  une  para^ 
bole  quand  toute  la  charge  agit  au  milieu. 

Si  Ton  voulait  que  le  solide  d'égale  résistance  soit  de 
réi^olution^  on  trouverait  pour  l'équation  de  la  courbe  mé- 
ridienne 

-j  M\Z'=:z         •         X —  -7—  X*. 

4  24^ 

4.  Il  est  aisé  de  passer  du  cas  précédent  au  cas  d'un 
prisme  AC,  encastré  ^Jiorizontalement  à  son  extrémité 
C ,  et  portant  un  poids  P  à  son  extrémité  A ,  outre  une 
charge  xs  également  répartie  sur  sa  longueur  a. 

Pour  cela,  il  suDSt  de  remplacer  dans  les  équations 
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obtenues 

par     P,    et     -     par      —  ni  ; 

alors  on  aura  les  équations  qui  répondent  au  cas  actuel, 
les  axes  ayant  relativement  au  prisme  la  position  de  la 
figure  précédente,  maïs  la  pesanteur  agissant  de  bas  en 
haut. 

L'équation  de  la  courbe  (4)  devient  par  ces  substitutions 

a                m    fx'            \       F/a'         ,    \ 
-.  r  =  —  7ï—  (  -7-  —  ^  ^  1 (  T  —  ^  ^  I  • 

La  flexion  fy  ou  la  distance  de  l'extrémité  libre  à  la 
tangente  à  la  courbe  menée  par  l'autre  extrémité,  est 
dçnnée  par  la  formule 


Ainsi,  lorsqu'un  prisme  encastré  horizontalement  par 
Fune  de  ces  extrémités  est  sollicité  à  Vautre  par  un  effort 
perpendiculaire  à  sa  longueur,  la  flexion  qu'il  prend 
est  proportionnelle  à  l'effort  exercé  et  au  cube  de  son 
bras  de  lei^ier. 

Si  la  charge^  est  uniformément  répartie  sur  la  Ion- 
gueur  du  solide,  la  flexion  est  celle  que  produirait  un 

3 

poids  égal  aux  ^  de  cette  charge  et  qui  agirait  à  r extré- 
mité. 

La  formule  (6),  qui  fait  connaitre  la  forme  du  solide 
d^ égale  résistance  dans  une  hypothèse  particulière,  de- 
vient ici 

3  la 

Elle  représente  une  kyberbole,  qui  se  réduit  à  une  pa- 
rabole quand  toute  la  charge  agit  à  l'extrémité,  et  se 
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réduit  à  deux  droites  concourantes  quand  toute  la  charge 
est  uniformément  repartie  sur  la  longueur. 

^  5.   Considérons  en- 

core un  prisme  dont 
~  les  eœtrémités  sont  en- 
castrées horizontale- 
ment en  deux  points 
denii^eaUf  et  qui  porte 
un  poids  Pà  son  point 
milieu^  outre  une  charge  es  également  répartie  sur  foute 
sa  longueur. 

Conservons  la  notation  du  cas  précédent.  Nous  pou- 
vons supposer  que  la  pièce  est  jnaintenue  horizontale 
en  A'  par  un  appui  supérieur  B',  placé  un  peu  au  delà . 
Soient  â  la  distance  A'B',  Q  et  Q'  les  réactions  verticales 
inconnues  qui  sont  exercées  par  les  apputs  A'  et  B'. 

Considérant  les  forces  extérieurs  qui  agissent  du  côté 
de  l'extrémité  A',  nous  aurons,  d'après  la  formule  (2), 
pour  tout  point  (x^y)  de  la  partie  AC, 

^  ^y        or  , 

E   dt*        4«^  ^ 

Intégrons  deux  fois ,  en  déterminant  les  constantes  arbi- 
traires par  la  condition  que  ^ety  soient  nuls  avec  x. 

Il  vient 

£1  dy         m    [ ,  x^\ 

Y.  dx       ^ay  3  y 

-HP  /«x— —  J  — Q  /  2ajc  — —  j  -hQ'(  2flj:-l-^^— —  J  > 

a  zj   f      ,•,      2 flj^       x^\ 

E  4«  \  3  12/ 

^fax'      x^\        ^/      ,      ^'\      ^,  /     *,      Sx^       x^\ 
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Nous  formerons  de  la  même  manière  les  équations  re- 
latives à  la  seconde  branche  CA^  si  ce  n'est  que  les  con- 
stantes arbitraires  seront  déterminées  par  la  condition 

que  pour ^^^^fTi^^X  aient  la  même  valeur  dans  les 
deux  branches. 
Il  vient , 

Ces  deux  dernières  équations  doivent  être  satisfaites 

quand  on  y  fait  a:  =  2«,  ^=?o,^=o.  Ceci  donne 

deux  relations  du  premier  degré  en  Q  et  Q',  desquelles 
on  peut  tirer  les  valeurs  de  ces  forces  pour  les  reporter 
ensuite  dans  les  équations  premières.  L'équation  de  la 
courbe  décrite  par  chaque  branche  est  alors  entièrement 
connue. 

Dans  le  cas  où  la  charge  agit  tout  entière  au  milieu 
de  la  pièce,  c'est-à-dire,  lorsque  cy  =  o ,  les  valeurs  de  Q 
et  de  Q'  sont 

Il  en  résulte  l'équation  de  1^  courbe  AC, 


)• 
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et  la  valeur  de  la  flèche , 

La  comparaison  de  celte  valeur  avec  la  valeur  (5)  nous 
fournit  ce  théorème  :  Lorsqu^un  solide  est  encastré  ho-' 
rizontalement  par  ses  deux  extrémités  et  chargé  en  son 
milieu  j  la  flexion  est  encore  proportionnelle  à  r effort 
exercé  et  nu  cube  de  la  distance  des^  appuis,  mais  elle 
est  quatre  fois  moindre  que  si  le  corps  était  posé  libre^ 
ment  sur  deux  appuis. 

Tous  ces  résultats  ont  été  démontrés  à  peu  près  ie  la 
même  manière  par  Navier,  dans  le  Résumé  des  leçons 
données  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées  sur  l'applica- 
tion de  la  mécanique  à  l'établissement  des  constructions 
et  des  machines,  sect.  i,  art.  3,  et  sect.  iv,  art.  i  de  la 
deuxième  édition  ;  i833. 

SECTION  III. 

QUESTIONS    DIVERSES. 

1*.  Polygone  funiculaire.  —  Soient 

Mo  Mj  M,  ...  M„«j  Mn  un  polygone  funieulaire  en 
équilibre  ; 

Pi ,  Pj , .  •  M  Pn-i  les  forces  appliquées  aux  sommets  M» , 
M5i,...,M„_i^ 

Tj ,  T, ,  .  .  .  ,  T„  les  tensions  des  cordons  M©  Mi , 
MiM,,...,M„_iM„. 

On  peut  supposer  le  polygone  solidifié/ et  l'équilibre  ne 
cessera  pas  d'avoir  lieu.  Or  l'équilibre  d'un  corps  solide 
exige  que  les  projections  des  forces  sur  une  direction 
quelconque  fassent  une  somme  nulle  j  donc  les  projections 
des  forces  P  et  des  tensions  extrêmes  Tj ,  T„  sur  une  di- 
rection quelconque  font  une  somme  nulle.  Par  suite,  si 
l'on  trace ^  à  partir  d'un  point  arbitraire,  des  droites 
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consécutives,  parallèles  et  proportionnelles  aux  forces 
Ti,  Pi ,  Pi  v-M  Pn-i  ?  T«5  ces  droites  formeront  un  poly- 
gone fermé. 

Ce  que  nous  disons  pour  le  polygone  funiculaire  entier 
s^  applique  à  une  portion  quelconque  de  ce  polygone.  Il 
en  résulte  ce  théorème  : 

Des  lignes  consécutiueSj  parallèles  et  proportionnelles 
aux  forces  qui  agissent  sur  les  sommets  d'un  polygone 
funiculait^  en  équilibrey  forment  un  contour  polygonal 
qui  jouit  de  cette  propriété,  que  des  droites^  menées  par 
les  extrémités  du  contour  parallèlement  aux  cordons 
extrêmes,  se  coupent  en  un  point  dont  les  distances  aux 
sommets  du  contour  polygonal  sont  parallèles  aux  cor- 
dons  du  polygone  funiculaire,  et  proportionnelles  à  leurs 
tensions  (*). 

2*.  Ponts  suspendus.  —  Appliquons  ce  théorème  au 
polygone  formé  par  chacune  des  chaînes  d'un  pont  sus- 
pendu. Considérons  la  portion  de  la  chaîne  qui  est  com- 
prise entre  deux  sommets  Mo,  M„,  situés  à  la  même 
hauteur,  mais  d'ailleurs  quelconques  -,  et  faisons  abstrac- 
tion du  ]poids  de  la  chaîne.  Les  forces  P  sont  toutes  verti- 
cales ,  par»suite ,  lé  polygone  est  plan  ;  ces  forces  agissent 
à  égales  distances^  de  plus ,  elles  sont  égales  entre  elles, 
sinon  le  tablier  tendrait  à  se  courber. 

M,  Y  D'après  cela ,  portons 

sur  une  droite  verticale 
MoA„X  des  longueurs 
ég^a/e5  MoAi,  AiAt,  etc., 
N^,  en  même  nombre  que  les 
N^^^^^s  M4  côtés  du  polygone  con- 
sidéré; des  extrémités 
Mo,  A„   de   r ensemble 

(')  Lamé  et Clapeyron ,  Journal  des  voies  de  communication;  Saint-Pc- 
tersbourg,  1827,  n"  6. 
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de  ces  longueurs,  menons  deux  parallèles  aux  cotés  ex- 
trêmes, et  joignons  V intersection  Mi  de  ces  deux  lignes 
aux  points  de  division  Ai,  A,,  etc.  Les  lignes  MoMi, 
Al  Ml ,  Aj  Ml ,  eîc,  seront  parallèles  aux  chaînons  suc- 
cessifs, proportionnelles  à  leurs  tensions  et  aussi  pro- 
portionnelles à  leurs  longueurs. 

Quand  on  se  propose  de  construire  un' pont  suspendu, 
on  ne  se  donne  pas  à  priori  Tangle  de  Tun  des  chaînons 
Mo  Ml  avec  la  verticale, -mais  plutôt  on  choisit  convena- 
blement la  hauteur  de  l'extrémité  Mo  au-dessus  du  chai- 
non  horizontal  M3  M4.  Dans  ce  cas,  pour  trouver  la  di- 
rection du  chaînon  Mo  Mi ,  on  observe  que  ce  chaînon  et 
le  chaînon  horizontal  supportent  en  définitive  la  moitié 
d'une  portion  du  tablier  dont  les  extrémités  dépassent  de 
quantités  égales  les  projections  des  sommets  Mi ,  Mj-,  d'où 
il  suit  que  les  dîrectiojns  Mo  Mi ,  M4  M,  doivent  se  cou- 
per sur  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  cette  portion 
du  tablier,  c'est-à-dire  à  égale  distance  des  verticales  des 
sommets  Mi ,  Ms.  Dès  lors  ,  ces  verticales  étant  connues  , 
on  a  deux  points  de  la  direction  cherchée  Mo  M,.  Pour 
tracer  le  polygone ,  il  ne  reste  plus  qu'à  placer  bout  à 
bout,  à  la  suite  de  la  ligne  Mo  Mi ,  des  droites  égales  et 
parallèles  aux  obliques  Ai  Mi ,  As  Mi ,  etc. 

En  effectuant  cette  construction,  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  les  côtés  successifs  du  polygone,  prolongés  con- 
venablement, interceptent  sur  la  verticale  OX  des  lon- 
gueurs qui  croissent  dans  le  rapport  des  nombres  naturels 
1,2,3,  etc.,  tandis  que  les  distances  des  sommets  à  la 
même  droite  croissent  en  progression  arithmétique.  Ceci 
est  une  propriété  des  cordes  de  la  parabole  menées  par  les 
extrémités  de  diamètres  équidistants.  Il  en  résulte  que  les 
sommets  du  polygone  sont  tous  situés  sur  une  parabole 
dont  Taxe  est  vertical. 

On  peut  arriver  plus  simplement  à  ce  dernier  résultat. 
II.  24 
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En  effet,  M,  désignant  par  l'un  quelconque  des  sommets  du 
polygone,  supposons  que  le  contour  M©  Mi...  M,  soit  so- 
lidifié. L'équilibre  ne  sera  point  troublé.  Nous  pourrons 
concevoir  que  les  forces  verticales  appliquées  aux  som- 
mets soient  partagées  chacune  en  deux  parties  égales, 
appliquées  aux  extrémités  des  deux  chaînons  adjacents. 
Alors,  chacun  des  chaînons  se  trouvant  sollicité  à  ses 
extrémités  par  deux  forces  égales  et  parallèles,  nous 
pourrons  encore  imaginer  que  ces  deux  forces  soient 
distribuées  également  sur  toute  la  longueur  du  chaînon. 
Dans  cet  éiat,  chaque  élément  de  la  chaîne  solidifiée 
supportera  un  poids  égal  à  la  moitié  du  poids  de  la 
partie  du  tablier  qui  est  comprise  entre  les  projections 
verticales  de  ses  deux  extrémités  \  en  outre,  l'extrémité  Mo 
sera  sollicitée  par  deux  forces,  la  tension  du  chaînon 
suivant  et  la  demi-tension  de  la  tige  verticale  fixée  au 
sommet  M©.  L'équilibre  continuera  de  subsister;  en  par- 
ticulier, la  somme  de»  moments  des  forces  autour  de 
Textrémité  M,-  sera  nulle. 

Ainsi,  nommant  a:  et  y  les  coordonnées  de  l'extrémité 
M/  par  rapport  aux  deux  axes  MoX  et  Mo  Y,  X  et  Y  les 
composantes  des  forces  qui  agissent  à  l'extrémité  M© ,  et 
ap  le  poids  du  tablier  par  unité  de  longueur,  nous  aurons 

-py^  ■+"  X.J  —  Yx  =  o. 

Or,  quand  ou  passe  du  sommet  M,  à  un  autre  sommet ,  les 
quantités  p^  X  et  Y  restent  constantes ,  x  et  /  seules  va- 
rient. A  ce  point  de  vue,  l'équation  précédente  repré- 
sente une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Donc  tous  les  sommets  du  polygone  sont  situés  sur  Une 
parabole  qui  a  son  axe  vertical. 

Le  poids  p  étant  connu ,  il  suffira  de  connaître  deux 
sommets  du  polygone  pour  en  conclure  les  valeurs  de  X 
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et  de  Y^  alors  Téquaiion  de  la  courbe  sera  entièrement 
déterminée. 

3.  Problème  des  moindres  distances.  —  Le  choix  des 
centres  d'administration  ou  d'approvisionnement,  Téta* 
blissement  des  usines ,  le  tracé  des  routes  destinées  à  re- 
lier les  grandes  lignes  présentent  un  problème  qui ,  pris 
dans  toute  sa  généralité  et  réduit  à  des  termes  géomé- 
triques, peut  s'énoncer  ainsi:  Déterminer  les  positions 
d^un  certain  nombre  de  points,  de  telle  sorte  que  leurs 
distances  mutuelles  et  leurs  distanq^s  à  des  points  don*- 
nés,  multipliées  respectivement  par  des  coefficients  con  - 
nus,  donnent  des  produits  dont  la  somme  soit  la  plus 
petite  possible.  Ces  points  peuv^ent  d'* ailleurs  être  assu- 
jettis  à  d'autres  conditions  géométriques^ 

Dans  les  applications,  les  coefficients  qui  afi'ecteront  les 
distances  seront  proportionnels  à  la  fréquence  des  com- 
munications, aux  poids  à  transporter-,  ils  seront  inverse- 
ment proportionnels  à  la  vitesse,  à  la  facilité  du  transport. 
Les  conditions  géométriques  se  réduiront  le  plus  souvent 
à  placer  les  points  cherchés  sur  des  cours  d'eau  ^  sur  des 
routes  déjà  construites,  en  un  mot,  sur  des  lignes  don- 
nées. 

Soient  p^  q^  r,  etc.,  les  distances ,  et  X,  |ui,  v,  etc.,  les 
coefficients  respectifs.  La  condition  du  minimum  exige 
que  Ton  ait 

A  «^ -H  pifl^^ -f- V rfr -+. .  .  .  =  o , 

pour  tous  les  accroissements  infiniment  petits  des  dis* 
tances  qui  sont  compatibles  avec  les  conditions  imposées; 
Or  cette  équation  est  précisément  celle  à  laquelle  on  se- 
rait conduit,  si  l'on  appliquait  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles à  la  recherche  des  positions  d'équilibre ^  en  suppo* 
sant  que  chacun  des  points  cherchés  fût  attiré  vers  Ion 

a4.   ' 
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autres  points  par  des  forces  conslanles  proportionnelles 
aux  coefficients  qui  multiplient  leurs  dislances.  Les  posi- 
tions cherchées  sont  donc  des  positions  d'équilibre  5  de 
plus,  elles  sont  des  positions  d'équilibre  stable,  sinon  la 
somme  ip  -h  y-ç  -\-  vr. . .  serait  un  maximum,  au  lieu 
d'être  un  minimum.  Cette  observatiou  n'avance  en  rien 
la  solution  analytique  souvent  impraticable,  mais  elle 
conduit  immédiatement  à  une  solution  pratique  fort  in- 
génieuse. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  point  à  dé- 
terminer. Dans  un  pbn  vertical ,  on  fixera  des  anneaux 
de  manière  que  leurs  dislances  mutuelles  soient  propor- 
tionnelles à  celles  des  points  donnés  ^  par  chacun  de  ces 
anneaux  on  fera  passer  un  fil  léger  portant  à  l'une  de  ses 
extrémités  un  poids  proportionnel  au  coefficient  du  point 
représenté  par  l'anneau ,  et  l'on  réunira  toutes  les  extré- 
mités libres  de  ces  fils  sur  un  même  anneau  mince ,  lequel 
sera  libre  si  le  point  cherché  n'est  assujetti  à  aucune  liai- 
son ,  et ,  dans  le  cas  contraire ,  s'engagera  sur  une  tige  ri- 
gide courbée  de  manière  à  représenter  la  ligne  sur  laquelle 
le  point  cherche  doit  être  situé.  Le  système  abandonné  à 
lui-même  se  mettra  d'abord  en  i||ouvement,  mais  les 
frottements  l'amèneront  bientôt  à  un  état  d'équilibre 
stable.  Alors  l'anneau  mobile  occupera  la  position  du 
point  demandé. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'on  déterminera  la  po- 
sition la  plus  avantageuse  à  l'établissement  d'une  station 
de  chemin  de  fer,  destinée  à  desservir  une  localité  dont  les 
communications  n'ont  point  la  même  importance  dans  les 
deux  directions  de  la  voie. 

Si  l'on  a  un  second  point  à  déterminer  conjointe- 
ment avec  le  premier,  on  doublera  le  système  précédent, 
en  changeant  les  poids  et  les  positions  des  anneaux  fixes, 
s'il  y  a  lieu  5  puis  on  attachera  au  nouvel  anneau  mobile 
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un  fil  passant  dans  le  premier  anneau  mobile  et  per- 
lant un  poids  proportionnel  au  coefficient  qui  doit  mul- 
tiplier la  distance  des  deux  points  cherdliés.  Les  positions 
finales  des  deux  anneaux  mobiles  seront  les  positions  de- 
mandées. On  agirait  de  même  pour  un  plus  grand  nombre 
de  points. 

Il  est  à  remarquer  qu'en  variant  convenablement  les 
circonstances  initiales  du  mouvement,  on  pourra  obtenir 
toutes  les  solutions  dont  le  problème  est  susceptible. 

Lamé  et  Clapeyron  ,  Journal  des  voies  de  communication, 
Saint-Pétersbourg,  1827,  n°  10. 

4*.    Vis  d'Archimèdç.  —  La  vis  d'Archimède  est  for- 


mée d'un  tube  contourné  en  hélice  sur  un  cylindre  mobile 
autour  de  son  axe.  On  conçoit  que,  si  l'on  incline  l'axe  sur 
Tborizon  d'un  angle  qui  ne  soit  pas  trop  considérable, 
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puis  que  Ton  fasse  tourner  l'appareil,  une  peiiie  bille 
placée  dans  l'intérieur  du  tube  pourra  monter  jusqu'à 
l'extrémité  supérieure  par  l'effet  même  de  son  poids,  car 
celui-ci  la  retient  constamment  dans  l'espèce  de  poche 
formée  par  la  partie  inférieure  de  chaque  spire.  Pour 
cela ,  il  faut  que  chaque  spire  de  l'hélice  ait  au  moins  une 
tangente  horizontale,  et  que  la  rotation  du  cylindre  ait  lieu 
en  sens  inverse  de  celle  qu'aurait  le  centre  de  la  bille 
en  montant  dans  le  tube  supposé  fixe. 

On  comprend  qu'une  telle  machine  puisse  être  ap- 
pliquée à  élever  l'eau  d'un  réservoir,  dans  lequel  plon- 
gerait l'extrémité  inférieure  du  tube,  jusque  dans  une 
auge  placée  vers  l'extrémité  supérieure»  C'est  au  point 
de  vue  de  cette  application  que  nous  étudierons  l'ap- 
pareil. 

Nous  supposerons  le  tube  réduit  à  une  hélice. 

Soient  Al  ABBj  le  cylindre  en  projection  verticale ,  OO, 
Faxe,  APLTFG.^.  l'hélice.  Toutes  les  tangentes  à  l'hé- 
lice sont  également  inclinées  sur  Taxe;  par  conséquent, 
si  d'un  point  C  pris  sur  l'axe  OOi  nous  menons  des  pa- 
rallèles h  ces  tangentes ,  ces  parallèles  seront  situées  sur 
la  surface  d'un  cène  de  révolution  autour  de  l'axe  CO. 

Prenons  le  point  C  de  manière  que  le  cône  passe  par  le 
contour  AB  de  la  base  du  cylindre,  ce  qui  revient  à 
prendre  la  distance  OC  égale  au  pastle  l'hélice  divisé  par 
2  71.  Soit  0  l'angle  OCA.  Par  le  point  C  menons  une  ho- 
rizontale CD ,  et  soit  I  l'angle  OCD ,  lequel  est  égal  à  l'in- 
clinaison du  cylindre  sur  l'horizon.  Pour  que  l'hélice 
ait  une  tangente  horizontale,  il  faut  que  i  soit  plus  petit 
que  ô\  au  reste,  cela  résultera  de  la  construction  par  la- 
quelle nous  allons  déterminer  les  tangentes  horizontales. 

Projetons  l'appareil  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe.  Soient  C  la  projection  de  l'axe  et  A'D'B'  le  cercle 
qui  est  la  projection  du  cylindre.  Par  le  point  D  menonfk 
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sur  la  figure  une  parallèle  à  Taxe  OOi ,  «t  soient  D',  D', 
les  points  où  cette  parallèle  rencontre  le  cercle.  Les 
rayons  C  D',  CD',  sont  les  projections  des  deux  généra- 
trices horizontales  du  cône  C^  les  projections  des  tan- 
gentes horizontales  à  Thélicé  sont  parallèles  à  ces  rayons 
et  tangentes  au  cercle  )  on  détermine  aisément  leurs  points 
de  contact  E',  F'.  Par  ces  points  E',  F',  menons,  sur  la 
ligure  des  parallèles  à  Taxe  OOi.  Ces  droites  rencontre- 
ront l'hélice  en  des  points  E ,  Ej , . . . ,  F , .  .  . ,  qui  sont 
les  projections  verticales  des  points  où  la  tangente  à  la 
courbe  est  horizontale. 

On  voit  par  là  que,  si  l'inclinaison  i  est  supérieure  h 
Tangleô,  l'hélice  n'a  aucune  tangente  horizontale.  Si  l'in- 
clinaison I  est  égale  à  l'angle  0,  il  n'est  qu'une  tangente 
horizontale  sur  chaque  spire.  Dans  ce  cas,  l'inclinaison 
est  encore  trop  grande  pour  que  l'appareil  puisse  élever 
de  l'eau  5  il  ne  pourrait  pas  même  élever  une  petite  bille 
placée  dans  l'intérieur  du  tube,  car,  pour  que  la  bille 
soit  en  équilibre,  il  faudrait  la  placer  au  point  unique 
où  la  tangente  est  horizontale,  et  alors  le  moindre  mou* 
vement  la  ferait  tomber.  Admettons  enfin  que  1  soit  infé- 
rieur à  0;  alors  il  est  sur  chaque  spire  deux  points  E,  F 
où  la  tangente  est  horizontale.  Soit  E  le  plus  élevé  de  ces 
deux  points,  et  EG  un  horizontale  qui  rencontre  Thé- 
lice  en  G.  L'eau  pourra  rester  en  équilibre  dans  la  por- 
tion du  tube  représentée  par  l'arc  EFG,  et,  si  l'on  fait 
tourner  le  cylindre  dans  le  sens  convenable,  l'eau  conte- 
nue dans  cet  arc  s'élèvera.  On  nonune  cet  arc  Varc  hjciro- 
phore.  A  mesure  que  l'inclinaison  diminue,  la  longueur 
de  l'arc  hydrophore  augmente,  mais  aussi  la  hauteur  à 
laquelle  l'eau  s'élève  dans  un  tour  du  cylindre  diminue*, 
c'est  pourquoi  il  convient  de  donner  à  l'inclinaison  une 
valeur  moyenne  que  l'expérience  déterminera,  dans  cha- 
que cas  ,  mieux  que  le  calcul . 
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Il  esl  avantageux  que  le  cylindre  plonge  dans  le  réser- 
voir inférieur  jusqu'à  T extrémité  de  la  génératrice  EEi , 
sur  laquelle  se  trouvent  les  extrémités  inférieures  des 
arcs  hydrophores;  car,  dans  cette  disposition ,  l'arc  hy- 
drophore  se  trouve  exactement  rempli  lorsque  l'extrémité 
du  tube  sort  de  Peau  ;  il  ne  serait  pas  rempli  si  le  cylindre 
plongeait  moins  ;  on  élèverait  inutilement  un  excédant 
d'eau  qui  retomberait  si  le  cylindre  plongeait  davantage. 
«  On  doit  encore  observer  que  le  liquide  ne  pourrait 
s'élever  si  l'extrémité  du  tube  ne  sortait  pas  de  l'eau  à 
chaque  tour,  car  la  pression  de  T air  extérieur  le  refoule- 
rait sans  cesse  au  niveau  du  réservoir;  on  serait  dans  le 
cas  des  vases  communiquants.  La  pression  de  l'air  exté- 
rieur n'est  pas  sans  influence  sur  la  quantité  d'eau  qui  est 
élevée,  même  dans  la  disposition  la  plus  favorable.  En 
effet ,  le  volume  d'air  qui  s'introduit  dans  le  tube  pendant 
une  révolution  est  égal  à  la  portion  de  tube  Ej  H;  pen- 
dant la  révolution  suivante,  cet  air  doit  occuper  la  por- 
tion de  tube  Ei  HG  qui  est  plus  grande  ;  il  est  donc  alors 
sous  une  pression  inférieure  à  celle  de  l'atmosphère.  D 
en  résulte  qu'une  partie  du  liquide  contenu  dans  Tare 
hydrophore  suivant  sera  refoulée,  à  moins  que  le  tube  ne 
soît  assez  large  pour  que  la  colonne  liquide. puisse  se  di- 
viser. On  évite  cet  inconvénient  en  ménageant  dans  la 
paroi  du  tube  de  petites  ouvertures,  qui  permettent  à  l'air 
extérieur  de  s'introduire  sans  que  l'eau  s'échappe  en 
quantité  notable. 

Les  vis  d'Archimède  que  l'on  emploie  aujourd'hui  ont 
un  tube  très  large  et  d'une  forme  particulière.  On  peut  le 
concevoir  comme  engendré  par  un  rectangle  A  PKI  qui 
tourne  autour  d'un  axe  fixe  OOi ,  tracé  dans  le  même  plan 
parallèlement  à  la  base ,  de  manière  que  chacun  des  points 
décrive  une  hélice.  On  peut  encore  se  représenter  cet  ap- 
pareil comme  composé  de  deux  cylindres  concentriques, 
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réunis  par  un  bélicoïde  gauche  à  plan  directeur,  formant 
cloison  dans  l'espace  annulaire. 

Supposons  une  série  de  cylindres  construits  sur  le 
même  axe  00, ,  et  situés  entre  le  noyau  Pj  PQQi  et  la 
surface  externe  A,  ABB,.  Ces  cylindres  couperont  la  cloi- 
son suivant  des  hélices  toutes  de  même  pas,  que  Ton 
pourra  considérer  comme  des  tubes  très-déliés.  Si  l'on 
détermine  les  tangentes  horizontales  dç  ces  différentes 
hélices  par  la  construction  donnée  plus  haut ,  on  recon- 
naît qu'entre  des  limites  de  l'inclinaison  assez  étendues, 
les  hélices  extérieures  ont  deux  tangentes  horizontales , 
tandis  que  les  hélices  les  plus  voisines  du  noyau  ont 
toutes  leurs  tangentes  inclinées  à  l'horizon.  Entre  ces 
deux  séries  de  courbes ,  il  se  trouve  une  hélice  qui  pos- 
sède une  tangente  horizontale  unique ,  et  l'on  voit  aisé- 
ment que  le  cylindre  sur  lequel  elle  est  située  se  pro- 
jette sur  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  suivant  un  cercle 
ol  c'  V  langent  à  la  droite  Diy  D', .  La  même  construction 
montre  que  le  point  de  contact  T  de  cette  tangente  ho- 
rizontale unique  se  projette  verticalement  sur  l'axe  du 
cylindre ,  en  sorte  que ,  à  ce  point  T,  la  tangente  hori- 
zontale à  l'hélicoïde  est  perpendiculaire  sur  la  génératrice 
horizontale  de  la  surface. 

Puisque  les  hélices  les  plus  voisines  du  noyau  n'ont 
aucun  arc  hydrophore,  l'eau  renfermée  dans  l'intérieur 
de  l'appareil  ne  peut  jamais  couvrir  ces  hélices,  et,  par 
conséquent,  ne  peut  jamais  toucher  le  noyau.  Ainsi, 
l'air  atmosphérique  circule  librement  dans  la  partie  cen- 
trale du  grand  tube.  De  là  il  suit  que  l'eau  monte  sans 
être  jamais  refoulée  par  Tair  extérieur,  lors  même  que 
l'extrémité  inférieure  du  tube  reste  constamment  plongée 
dans  le  liquide.  En  outre ,  l'eau  peut  s'élever  dans  chacune 
des  spires  jusqu'à  la  génératrice  horizontale  de  l'hélicoïde; 
car,  dans  cet  état,  l'eau  touche  l'hélice  qui   n'a  qu'une 
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tangente  horizontale,  seulement  au  point  do  contact  de 
cette  tangente ,  et  elle  ne  couvre  pas  les  hélices  plus  voisines 
du  noyau. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  est  aisé  de  voir  que  la 
surface  de  Teau  renfermée  dans  une  spire  est  limitée  par  un 
arc  d'ellipse ,  une  portion  du  petit  axe  de  Tellipse  égale  à 
AD ,  et  une  seconde  courbe  qui  tombe  à  angle  droit  sur 
cette  droite. 

M.  Catalan  (*)  a  prouvé  que  Thélicoïde  gauche  à  plan 
directeur  est  la  seule  surface  réglée  dont  Jes  deux  rayons 
de  courbures  principaux  soient,  en  chaque  points  égaux 
entre  eux  et  de  directions  opposées. 

Nous  proposerons,   comme   exercice,  de  démontrer 

que,  r  désignant  le  rayon  intérieur  du  cylindre  et  a  une 

quantité  qui  satisfait  à  Téquation 

sin  c 

=  tang?  tango, 

le  volume  V  de  Teau  qui  est  renfermée  dans  chaque  poche 
de  la  Y) s  construite  comme  nous  Pavons  supposé  en  der- 
nier lieu ,  est  représenté  par  la  formule 

h[-  ^a'  tango  +  ^-^— -  H-  gtang'mng'9  j^     —J  (')• 

La  valeur  de  l'angle  iqui  rend  un  maximum  le  produit 
Vsinz  est  Finclinaison  la  plus  avantageuse  à  donner  au 
cylindre. 

La  vis  d'Archimède  est  une  machine  fort  ancienne.  On 
trouve  sa  description  dans  le  traité  de  Vitruve  :  de  Archi- 
teclura,  1 .  X,  c.  1 1 .  Daniel  Bernoullî  en  a  donné  une  théo- 
rie assez  complète  dans  son  Hydrodynamique ,  sect.  IX. 

(  '  )  Journal  de  M.  Lioùville ,  t.  Vil ,  p.  2o3  ;  1842. 
t")  Navier,  Cours  de  l'École  des  Ponts  cl  Chaussées, 


HYDROSTATIQUE.  3  79 


HYDROSTATIQUE. 


Le  caractère  de  la  fluidité  parfaite  est  Tabsence  de  co- 
hésion et  de  frottement  entre  les  molécules  du  corps, 
bien  qu'il  y  ait  continuité  dans  la  masse.  La  nature  ne 
nous  offre  aucun  corps  parfaitement  fluide  ;  en  sorte  qu'il 
y  a  toujours  erreur  à  négliger  le  frottement  des  molécules 
les  unes  contre  les  autres.  Cette  erreur  peut  être  considé- 
rable quand  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
fluide  5  mais  elle  est  insensible  dans  les  questions  rela-^ 
tives  à  l'équilibre  des  fluides  en  repos.  Aussi  on  n'en 
tient  pas  compte  dans  l'hydrostatique r 

Les  fluides ,  considérés  au  point  de  vue  de  leur  élasti^ 
cité,  se  partagent  naturellement  en  deux  classes.  Les  uns 
éprouvent  par  l'effet  de  la  pression  une  diminution  de 
volume  comparable  à  celle  que  subissent  les  corps  de  la 
nature  désignés  sous  le  nom  de  solides;  ils  sont  àils Jluîdes 
incompressibles f  parce  qu'on  néglige  leur  compressîbi- 
lité  dans  toutes  les  questions  qui  n'exigent  pas  une  grande 
rigueur.  Les  autres  éprouvent  par  l'effet  de  la  pression 
une  diminution  de  volume  beaucoup  plus  considérable  5. 
ils  sont  nommés  fluides  élastiques.  Les  liquides  appar- 
tiennent à  la  première  classe ,  les  gaz  et  les  vapeurs  ap-^ 
partiennent  à  la  seconde. 

Les  premiers  principes  de  l'équilibre  des  liquides  et 
des  corps  flottants  sont  exposés  dans  les  deux  Livres  d'Ar- 
cbimède  :  Des  coîj>s  portés  sur  un  fluide.  Le  texte  grec  de 
cet  ouvrage  ne  nous  est  point  parvenu;  mais  nous  en 
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avons  plusieurs  versions,  dont  la  plus  ancienne  a  été 
composée  sur  un  manuscrit  grec  aujourd'hui  perdu.  Elle 
est  due  à  Tarlalea ,  et  fut  publiée  à  Venise,  en  i555,  sous 
le  titre  :  De  insidentibus  aquœ, 

CHAPITRE  PREMIER. 

PRESSIONS   EXERCÉES  PAR  LES  FLUIDES  A  LA   SURFACE 
DES   CORPS. 

La  pression  exercée  par  un  fluide  sur  un  élément  de 
surface  est  normale  à  cet  élément.  Si  Ton  représente  par 
pds  la  pression  exercée  sur  l'élément  de  surface  ds ,  p  sera 
la  pression  sur  Vêlement  ds,  rapportée  à  l* unité  de  sur- 
face. La  somme  des  pressions  exercées  sur  une  surface 

finie  s'exprimera  par  l'intégrale    i  pds  étendue  à  tous  les 

éléments  de  la  surface  considérée. 

Quand  la  surface  est  plane ,  les  pressions  sur  les  di- 
vers éléments  sont  toutes  parallèles;  d'où  il  suit  qu'elles 
ont  une  résultante  unique.  Le  point  d'application  de  cette 
résultante  se  nomme  le  centre  de  pression  de  la  surface. 
Il  se  détermine  parles  formules  générales  qui  donnent  le 
centre  des  forces  parallèles. 

Soient  x^  y  les  coordonnées  de  l'élément  ds  et  x ,  / 
celles  du  centre  de  pression,  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires  ou  obliques  tracés  à  volonté  sur  la  surface. 
On  a 

I  xpds  I  ypds 

(A)  ^=L^,    ^"^^T — 

A  pds  [pds 

Quand  la  surface  soumise  à  l'action  du  fluide  n'est 
point  plane,  il  peut  arriver  que  les  pressions  élémen- 
taires n'aient  pas  une  résultante  unique.  Proposons -nous 
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de  chercher  la  condition  nécessaire  pour  que  les  pres- 
sions admettent  une  résultante,  et,  dans  ce  cas,  déter- 
minons-en la  direction. 

Soient 

x^  y^  z  les  coordonnées  de  l'élément  ds  par  rapport 
à  trois  axes  rectangulaires; 

X  y  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
résultante  des  pressions  \ 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  résultante  paral- 
lèles aux  axes; 

(NX),  (NY),  (NZ)  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
la  normale  à  l'élément  ds  dirigée  dans  Tintérieur  du  fluide. 

Considérant  la  résultante  des  pressions  comme  appli- 
quée au  point  (a:,/,  ^),  et  écrivant  qu'elle  fait  équi- 
libre à *ren semble  des  pressions  élémentaires  prises  en 
sens  opposés,  il  vient  les  six  équations 


(B) 


X  =  -  //?cos(NX)rfî,     Y=-  r»cos(NY)A, 


=  -/ 


^cos(NZ)rfj; 


(C) 


-  c       ^^       -  r       /^ 

y    I  /y  cos  (  JNZ  )  ds  —  z    ï  p  ces  (NY)  (h 
yp  ces (  NZ )  lis  —    /  zp  ces  (  NY)  ds , 
Zip  cos  (  NX  )ds  —  X    j  p  cos  (  NZ  )  ds 
z=    l  zpcos{NX)ds  —    1  xp  cos{^Z)  ds, 


pcos{^Y)ds- 


y  Çp  cos  {î^X}ds 


xp  cos (  NY)  ds  —    I  yp  cos  (  NX  ^  ds. 
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Pour  que  ces  trois  dernières  équations  soient  compa-^ 
tibles ,  il  faut  que  Ton  ait  identiquement 

1  pcos(I^X)ds[  jxpcos{^Z)ds—  j  zp  cos  (^Y  )  ds\\ 
(D)     /-f-  jpcos{m)ds[  jzpcos{^X)ds—  j  J:pcos(J!iZ)dsV|=^' 
h  jpcos{^Z)ds[  ja;pcos(^Y)ds-'  jxpcos{N\)ds]] 

Telle  est  donc  la  condition  pour  que  les  pressions  ad- 
mettent une  résultante  unique.  Si  elle  est  satisfaite ,  deux 
quelconques  des  équations  (C)  représenteront  la  droite 
suivant  laquelle  est  dirigée  cette  résultante  ,  JC ,  y ,  z 
étant  les  coordonnées  courantes. 

SECTION  I. 

FLUIDES   INCOMPRESSIBLES. 

Soient  p  la  densité  du  liquide  supposé  homogène  ,  z  la 
distance  de  l'élément  de  surface  ds  au-dessous  du  niveau 
supérieur  du  liquide ,  etpo  la  pression  qui  s'exerce  au  ni- 
veau supérieur  sur  Tunité  de  surface.  La  pression  sur 
l'élément  ds ,  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  sera 

pz=gpz-^p,. 

On  peut  toujours  supposer  nulle  la  pression  po ,  en 
imaginant  qu'on  ait  élevé  le  niveau  du  liquide  d'une  hau- 
teur convenable.  La  formule  devient  alors 

Elle  donne  lieu  à  plusieurs  théorèmes  d'une  grande  sim-* 
plicilé. 

La  pression  totale  exercée  sur  une  surface  quelconque 
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est  égale  à  la  pression  qui  serait  exercée  sur  une  aire 
égale  j  prise  dans  le  plan  horizontal  qui  passe  au  centre 
de  grai^ité  de  la  surface.  La  pression  exercée  sur  l'unité 
de  surface  de  ce  plan  fictif  est  la  pression  moyenne  sur  la 
surface  donnée. 

Considérons  une  surface  plane  plongée  dans  un  liquide  5 
et  soient  x^j  les  coordonnées  de  Félément  ds  par  rapport 
à  deux  axes  quelconques  tracés  sur  cette  surface.  Les 
coordonnées  du  centre  de  pression  seront  (A) 

— f  xzds         — f  yzds 

f  zds^  f  Z(h 

Si  l'axe  des  j"  coïncide  avec  la  trace  du  plan  considéré 
sur  la  surface  libre  du  liquide,  z  sera  proportionnel  à  jc, 
et  l'on  aura 

- fx^ds        - J  yx  ds 

Jxds  fxds 

Quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires ,  ces  formules 
montrent  que  le  centre  de  pression  coïncide  auec  le 
centre  de  percussion  de  la  surface ,  considérée  comme 
une  lame  homogène  libre  de  tourner  autour  de  son  in^ 
tersection  ai^ec  la  surface  du  liquide. 

La  pression  rapportée  a  l'unité  de  surface  étant  con- 
stante sur  un  même  plan  horizontal ,  il  s'ensuit  que  les 
pressions  élémentaires  exercées  sur  une  surface  comprise 
entre  deux  plans  horizontaux  ont  toujours  une  résul^ 
tante  verticale  y  poun^u  que  la  surface  considérée  et  les 
deux  plans  qui  la  limitent  forment  une  surface  fermée. 
Car,  dans  ce  cas,  prenant  les  axes  des x  et  desj^  dans  un 
plan  horizontal,  on  a  (p.  285,  théorème I),    . 

/?  cos(NX).fl?f  =  0,        1  p  co^{^Y)  ds  z=i  o^ 
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et,  par  suite,  Téquation  (D)  est  identiquement  satisfaite. 

Si  la  surface  considérée  n'est  point  fermée  par  les  deux 
plans  horizontaux,  les  pressions  qu'elle  éprouve  ne  se- 
ront pas  toujours  réductibles  à  une  résultante  unique. 
Cette  réduction  sera  possible,  lorsqu'on  pourra  compléter 
la  surface  fermée  à  l'aide  d'une  surface  sur  laquelle  les 
pressions  admettent  une  résultante,  comme  serait  un  plan. 

Stevin  (  *  )  parait  être  le  premier  géomètre  qui  ait  entre- 
pris de  déterminer  la  pression  totale  d'un  fluide  sur  la 
surface  d'un  corps  immergé.  Il  démontra  le  paradoxe  hy- 
drostatique, d'après  lequel  un  fluide  peut  exercer  une  pres- 
sion beaucoup  plus  grande  que  son  propre  poids  ;  il  fut 
aussi  le  premier  à  considérer  le  centre  de  pression  ^  mais 
l'imperfection  de  l'analyse  ne  lui  permit  pas  de  déterminer 
ce  point  pour  d'autres  surfaces  que  celles  des  polygones. 

Herman  (')  et  Cotes  (') ,  pourvus  de  méthodes  plus  puis- 
santes ,  déterminèrent  le  centre  de  pression  d'un  grand 
nombre  de  surfaces.  Le  dernier  compara  la  pression  to- 
tale à  la  pression  exercée  dans  le  plan  horizontal  du  centre 
de  gravité ,  et  signala  l'identité  du  centre  de  pression  avec 
le  centre  de  percussion. 

1 .  Dans  quelle  position  faut-il  maintenir  une  demi- 
sphère  creuse ,  fermée  par  un  plan  y  et  exactement  rem- 
plie d*un  liquide,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  sur- 
face entière  du  vase  soit  un  maximum. 

Nommons  r  le  rayon  de  la  sphère ,  et  6  l'angle  que  Taxe 
du  vase  fait  avec  la  verticale. 


(*)  Œuvres  mathémalitjucs  de  Simon  Stevin,  de  Bi'uges,   publiées  par 
Albert  Girawrcl,  t.  IV;  Leyde,  i63/j. 
(')  Phoronomia,  p.  i4i;  1716. 

(')  Hjrdrostatieal  and  Pneumutical  Lectures,  p.  87  et  4o  de  la  3*  édi- 
tion. La  i^®  édition  parut  en  1737. 
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L'aire  du  couvercle  est  irr',  la  distance  verticale  du 
centre  de  gravité  de  cette  aire  au  point  le  plus  élevé  du 
liquide  est  r  sin  0  5  donc  gpT^r^  sin 9  est  la  pression  exercée 
sur  le  couvercle. 

L'aire  de  la  surface  courbe  est  2 Tir*,  la  distance  verti- 
cale de  son  centre  de  gravité  h  la  surface  supérieure  du  li-^ 

quide  est 

r 
rsmO  H —  ces  Ô  ; 

donc  la  pression  exercée  sur  la  surface  courbe  est 

et  la  pression  totale 

gpnr^  (3  sinô  -H  ces  9). 
Lorsque  cette  quantité  est  un  maximum ,  on  a 
3cos0  —  sinô  =r  o, 

ô  =  arc  tang  3.  W.  W. 

2.  Des  masses  égales  de  liquides  différents  sont  su^ 
perposées  en  couches  horizontales  dans  un  vase  çylin^ 
drique  dont  Vaxe  est  vertical.  Comparer  entre  elles  les 
pressions  que  ces  différentes  masses  liquides  exercent  sur 
la  surface  latérale  du  vase. 

Soient  piy  pty  ...  5  Pn9  ^tc. ,  Ics  densités  des  différents 
liquides,  en  commençant  par  le  liquide  supérieur 5  «i, 
a«,  . .  «,  a„,  etc.)  les  épaisseurs  des  couches  respectives  t, 
r  le  rayon  intérieur  du  vase. 

Considérons  la  n'^"^  couche.  La  pression  p^  qui  s'exerce 
au  niveau  supérieur  de  cette  couche  sur  Tunité  de  surface 
est  donnée  par  la  formule 

La  pression  totale  que  cette  couche  exerce  sur  la  paroi  du 
II.  25 


386 
rase  est 

2  7r/' 
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OU  bien  ,  d'après  la  valeur  précédente  de  p^ , 


^gf-p^ 


Pn 


Il  en  résulte  que  les  pressions  exercées  sur^  la  surface 
du  cylindre  par  les  couches  successives  sont  entre  elles 
comme  les  nombres 


I     3 

—  ?  —» 

p.    p, 


P3 


3.  On  suppose  une  porte  d'é* 
cluse  formée  d'un  rectangle  KRGÙ 
et  d'un  quart  de  cercle  ABE,  sé- 
parés par  un  axe  vertical  AB,  au- 
tour duquel  la  porte  peut  tourner 
librement.  Trouver  la  largeur  M) 
que  doit  avoir  le  rectangle  pour  que  F  écluse  s^  ouvre  sous 
le  moindre  effort  quand  Veau  affleure  la  ligne  DAE. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle ,  h  la  largeur  inconnue  du 
rectangle ,  x  la  distance  d'un  point  de  la  porte  à  l'axe  AB, 
^\y  la  distance  du  même  point  à  l'horizontale  DAE. 

Les  pressions  exercées  sur  le  quart  de  cercle  et  sur  le 
rectangle  doivent  avoir  des  moments  égaux  par  rapport  à 
l'axe  AB.  De  là  résulte  l'équation  du  problème 


•/o     »/«> 


>f^r^. 


xydxdy 


xydxdy. 


Effectuant  les  intégrations,  il  vient 


^7' 

8 


ou     h-=. 


V^ 


w.  w. 
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4.  Un  cône  de  rév^olution  ^KA!^ 
ou\*ert  par  sa  base^  est  d^ abord 
maintenu  tout  à  fait  rempli  d^un 
liquide,  puis  on  V incline  d'un 
angle  donné.  Quel  est  le  volume 
du  liquide  qui  s'écoulcy  et  quelle 
est  la  pression  que  le  liquide  res- 
tant exerce  sur  la  paroi? 

Soient  a  Tangle  des  génératrices 

du  cône  avec  l'axe ,  r  le  rayon  de 

la  base  et  /3  T inclinaison  de  Taxe 

sur  rhorizon. 

Le  volume  du  liquide  écoulé  est  égal  au  volume  de  la 

partie  du  cône  qui  est  découpée  par  un  plan  horizontal 

ABA'^,  passant  à  Textrémité  inférieure  de  l'ouverture. 

Le  volume  total  du  cône  droit  est 


-ttH  cota. 


Le  volume  du  cône  oblique  SAA"  est  le  produit  de 
Taire  de  Tellipse  ABA"  par  le  tiers  de  la  hauteur  AH.  Si 
nous  appelons  V  ce  volume,  C  le  centre  de  l'ellipse  et 
CA ,  CB  les  deux  demi-axes  de  cette  courbe,  nous  aurons 


Or 


V=- AH,7rCA.CB. 


AH=SAsin(B— -a    =r if -^ 

^^         '  sm  a 

ces  a 

■«)■ 


CA  =  -  AA"  =  r  -^-— 
2  sin  (  p 


Pour  calculer  CB,  nommons  A'' A'"  le  diamètre  de  la 
section  droite  qui  passe  au  point  A'',  et  considérons  la  sec- 
tion droite  faite  par  le  point  C.  Le  point  C  divisera  celui 

25. 
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des  diamètres  de  la  section  qui  est  parallèle  à  ÂÂ'  en  deux 


segments  respectivement  égaux  à  -  AA'et  -  A^A"^,  et  CB 

sera  une  ordonnée  du  cercle  perpendiculaire  au  diamètre 
dont  il  s* agit.  Nous  aurons  donc 

CB*==  yÂA'.Â^  =  -  rFF 

4  2 

-  >  ,  MpsinÇp  -  «)  _    .  sin(p  —  a) 
2  cosa  sm(p-Ha) 

D'après  ces  valeurs,  il  vient 

3 

I       ,  8in"»(6  — a) 

sin«(p-Ha) 
Par  suite,  le  volume  du  liquide  écoulé  est 


-  tr  r'  cot  a 


r        sinj(p-a)"| 

L        $in^(P4-a)J 


Dans  le  calcul  de  la  pression  qui  s'exerce  sur  le  cône 
oblique,  nous  prendrons  pour  élément  de  surface  le  petit 
triangle  compris  entre  deux  génératrices  infiniment  voi- 
sines. Soit  ds  cet  élément  5  la  distance  de  son  centre  de 

gravité  à  la  surface  libre  du  liquide  est  ^  AH,  et  la  pres- 
sion qu'il  supporte  est 

Cet  élément  peut  être  considéré  comme  la  base  d'un 
tétraèdre  qui  aurait  son  sommet  au  point  0',  où  le  niveau 
dû  liquide  coupe  Taxe  du  cône ,  et  serait  l'élément  de 
volume  du  cône  oblique.  La  hauteur  de  ce  tétraèdre  est 
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SO'sina,  par  conséquent  son  volume  a  pour  expression 
dy=:^Ws\no,ds.   (•) 

Il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  Télé- 
ment  ds  peut  s'écrire 


(B) 

Vso'/ 


,  ^^  ,  sin  B 

^û  dy  =  gp  -^  r/v. 


La  pression  tplale  est  donc 


ou  bien 


smp  „ 
**    sin  a 


I  cosasinB  sin' (fi  —  a) 

3     *"^  sin*a       .  i, 


sin*{p  --H  «) 

5.  On  suppose  un  "vase  hénUsphérique  ^  dont  la  paroi 
est  formée  de  trois  triangles  trirectangles  juxtaposés^  et 
retenus  chacun  par  un  fil  attaché  en  un  point  de  la  sur" 
Jace.  Quelles  doivent  être  les  tensions  et  les  situations 
de  ces  fils  pour  que  le  vase  ne  se  divise  point  lorsqu'il 
est  exactement  rempli  d'un  liquide,  et  que  d'ailleurs  les 
différentes  pièces  de  la  paroi  ne  sont  nullement  pressées 
V une  contre  Vautre?  On  négligera  le  poids  du  vase, 

(')  On  peut  remarquer  que  cette  équation ,  jointe  à  Texpression  du  vo> 
lumeV,  permet  de  calculer  aisément  la  surface  «du  cône  oblique  SAA". 
En  efTet,  elle  donne  d'abord 

_      3V 

SO'&ina' 

et,  comme SÔ' sin  a  =  C'A  sin  (/3—  oi.)=z  r ^-?—z — » 

^'^  '  sin  j8 

on  a  finalement 

1 
__        j        cos «  sin ^        sin'  (/3^a) 

"■  sin  a  sin  (  /3  -t-  «  )    .    \ 

sin'(/3-ha) 
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La  question  revient  à  déterminer  en  grandeur  et  en 
direction  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  Tun  des 
triangles  sphériques.  Cette  résultante  existe;  car,  si  Ton 
imagine  un  vase  qui  soit  formé  de  l'un  de  ces  triangles 
et  de  deux  plans  verticaux  joignant  les  deux  côtés  du 
triangle,  les  pressions  exercées  sur  les  deux  faces  planes 
de  ce  vase  admettront  une  résultante  unique  -ainsi  que 
les  pressions  exercées  sur  la  surface  entière. 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la 
sphère,  le  plan  des  x;^  à  la  surface  du  liquide  et  les  axes 
dirigés  vers  les  sommets  du  triangle  trirectangle.  Soientrie 
rayon  de  la  sphère,  9  l'angle  qu'un  rayon  fait  avec  le  plan 
horizontal ,  et  y  l'angle  que  la  projection  de  ce  rayon  sur  le 
plan  horizontal  fait  avec  l'axe  des  x. 

L'élément  de  la  surface  sphérique  sera  rdQ.rcosOd(f^ 
sa  distance  à  la  surface  libre  du  liquide  sera  r  sin  0 ,  et  le 
rayon  mené  à  cet  élément  fera  avec  les  axes  des  x  et 
des  z ,  des  angles  qui  auront  respectivement  pour  cosi- 
nus cosdcosf  et  sind. 

D'après  cela,  la  tension  du  fil  aura  pour  composantes , 
suivant  les  axes, 

Jo    Jo 

TT 

I        r^  i 

n 

«2 


p2  ^ 

=  g^P''M      d,sin'B  =  ^gpr'; 
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et  la  tension  du  fil  sera 

T  =  V^X»  -f-  Y'  -h  Z'  =  gr.r-^  LiLZLil, 

En  vertu  de  la  symétrie  de  la  figure,  la  résultante  des 
pressions  doit  être  située  dans  le  plan  bissecteur  de  Tangl^ 
dièdre  formé  par  les  deux  plans  coordonnés  verticaux. 
Ainsi,  pour  déterminer  la  direction  de  cette  résultante, 
il  nous  suffira  de  former  la  première  des  équations  (C). 
Nous  abrégerons  ce  calcul,  en  observant  que  la  pression 
résultante  passe  nécessairement  à  l'origine  des  coordon- 
nées, puisque  toutes  les  pressions  élémentaires  sont  diri- 
gées vers  ce  point.  Il  s'ensuit  que  le  second  membre  de 
l'équation  dont  il  s'agit  est  idenliquejnent  nul.  Dès  lors 
nous  trouvons  de  suite 

Le  fil  qui  soutient  le  triangle  est  donc  dirigé  suivant  la 
droite  représentée  par  les  équations 

-         9s  - 

X— ^—   -  '5. 

w.w. 

6.  Parmi  tous  les  vases  de  ré\*oluUon  autour  d'un 
axe  vertical f  de  hauteur  et  de  capacité  données^  quel 
est  celui  qui  éprouve  la  plus  grande  pression  horizontale 
de  la  part  du  liquide  qui  le  remplit? 

Soient  h  la  hauteur  du  vase,  c'  sa  capacité,  z  la  dis- 
tance d'un  élément  de  la  surface  au  niveau  supérieur  du 
liquide,  et  r  la  distance  de  cet  élément  à  Taxe  de  révolu- 
tion. 

La  somme  des  pressions  horizontales  élémentaires  est 
égale  à 

2  7r^p    /      znh. 
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Il  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  r  ai  fonction  de  z  qui 
rend  cette  intégrale  un  maximum,  tout  en  vérifiant  la 
condition  relative  au  volume 


/     r'dz  =  c*. 


/o 


Soient  V  la  quantité  comprise  sous  le  signe  i  dans 
Fintëgrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  maximum ,  et  V  la 
quantité  comprise  sous  le  signe  /  dans  Tintégrale  qui 
doit  rester  constante.  Le  calcul  des  variations  nous  ap- 
prend que  le  rapport  des  dérivées  partielles  -^>  —  doit 
être  constant;  ce  qui  nous  donne  la  relation 

r 

a  désignant  une  constante. 

Ainsi ,  la  surface  du  vase  est  celle  d'un  cône  dont  la 
pointe  est  en  haut. 

Il  reste  à  déterminer  la  constante  a  par  la  condition  re- 
lative au  volume. 

Nous  avons 

Tca'  f     z^dz  =  e»;     d'où     a  =  \/^,- 

Par  suite ,  la  hauteur  du  cône  étant  h  et  son  volume  c% 

le  rayon  de  la  base  est  c  i/-  t- 

7.  On  suppose  une  membrane  sans  poids  ^flexible  et 
inextensible^  découpée  en  forme  de  rectangle.  Deux 
bords  opposés  sont  maintenus  parallèles  dans  un  même 
plan  horizontal ,  sans  être  assez  écartés  pour  que  la 
membrane  soit  tendue;  les  deux  autres  bords  sont  exac-^ 
tement  (oints  contre  deux  plans  verticaux,  sans  quily 
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ait  adhérence  ;  et  toute  lacai^îtéest  remplie,  if  un  liquide 
en  équilibre.  On  demande  quelle  forme  affecte  la  mem- 
brane. 

La  surface  qu'il  s'agit  de  déterminer  est  évidemment 
une  surface  cylindrique.  Il  suffit  de  déterminer  Tinter* 
section  de  cette  surface  par  un  plan  vertical  perpendicu- 
laire aux  arêtes  \  et ,  pour  cela,  nous  pouvons  nous  borner 
à  considérer  la  petite  portion  de  surface  qui  est  comprise 
entre  ce  plan  et  un  plan  parallèle  infiniment  voisin ,  car 
cette  partie  de  la  surface  n'éprouve  aucune  action  de  la 
part  des  parties  adjacentes. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  Taxe  des  x 
i  la  surface  du  liquide,  et  l'axe  des  y  dirigé  de  baut  en  bas. 
Nommons  p  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  qui 
s'exerce  sur  l'élément  de  la  membrane  dont  les  coordon- 
nées sont  x  et  y,  i  la  tension  en  ce  point,  r  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  au  même  point  et  s  l'arc  de  la 
courbe. 

Nous  avons 

et  (tomel,  page  129)) 


d'où 


t   I 


Remplaçant  r  par  sa  valeur -j-  :  -j^j  dans  laquelle  s  est  la 

2/ 
variable  indépendante ,  et  nommant  a*  la  constante  — > 

il  vient 
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L'intégrale  première  de  celle  équalion  est 


ou  bien 


dx 
as 


yi  —  ^» 


b*  représentant  une  constante. 

La  courbe  formée  par  la  section  droite  de  la  membrane 
se  nomme  lintéaire;  son  équation  différentielle  est  la 
même  que  celle  de  la  courbe  élastique.  Elle  a  été  trouvée 
par  Jacques  Bemoulli  (*)  en  1692. 

8.  Étant  donné  un  plan  situé  dans  l'intérieur  d'un 
liquide  et  une  droite  H  tracée  comme  l'on  voudra  sur  ce 
plan,  déterminer  dans  le  plan  une  courbe  telle,  que  Vaire 
comprise  entre  la  droite,  la  courbe,  et  deux  horizon- 
taies  qui  interceptent  sur  la  droite  une  longueur  donnée 
A,  mais  qui  sont  d'ailleurs  situées  à  une  profondeur 
quelconque ,  éprouve  la  même  pression  quun  parallélo- 
gramme construit  dans  le  même  plan  sur  la  droite  H  et 
sur  la  ligne  d'affleurement  av^ec  les  longueurs  respectives 
h  etb. 

Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  obliques  la 
droite  H  et  l'intersection  de  la  surface  du  liquide  par  le 
plan  donné,  on  trouve  que  la  courbe  est  l'hyperbole  re- 
présentée par  Téquation 

bh 

9.  Une  sphère  creuse  étant  exactement  remplie  d'un 
liquide^  on  demande  de  tracer  sur  la  surface  un  cercle 


(')  Opéra,  t.  I,  p.  490j   etc.    Voir  aussi  Jean  Bernoulli,    Opéra,  t.  I, 
p.  /|32;  t.  H,  p.  96;  t.  III,  p.  5i3,  etc. 


HYDROSTATIQUE.  SgS 

horizontal  qui  la  di\^ise  en  deux  parties  suppottant  des 
pressions  égales. 

La  distance  entre  le  plan  du  cercle  demandé  et  le  som- 
met de  la  sphère  est  égale  au  côté  du  carré  inscrit  dans  un 
grand  cercle. 

10.  Un  cube  exactement  rempli  d'un  liquide  a 
Vune  de  ^es  diagonales  dirigée  suivant  la  verticale. 
Montrer  que  la  pression  exercée  sur  les  faces  inférieures 
est  double  de  la  pression  exercée  sur  les  faces  supé- 
rieures, 

\  \ .  Une  surface  plane  étant  tout  entière  plongée  dans 
un  liquide  y  on  mène  par  le  centre  dépression  et  par 
le  centre  de  gravité  deux  droites  A  ef  B,  parallèles  à 
la  droite  C  suivant  laquelle  le  plan  donné  coupe 
la  sut  face  libre  du  liquide.  Montrer  que  le  produit 
des  distances  de  la  droite  B  aux  deux  droites  A  et  C 
reste  constant  quand  le  niveau  du  liquide  s* élève. 

On  voit  sans  peine  que  le  produit  dont  il  s'agit  est  égal 
au  carré  du  rayon  de  gyration  de  la  surface  immergée  par 
rapport  à  la  droite  B. 

42.  On  suppose  un  vase  homogène ,  de  poids  connu , 
qui  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  ouvert  suivant  un  plan 
principal.  Ce  vase  étant  renversé  sur  un  plan  horizon^ 
tal,  on  y  introduit  un  liquide  par  une  petite  ouverture 
pratiquée  au  sommet,  A  quelle  hauteur  peut  s'élever  le 
liquide  intérieur  sans  soulever  le  vase? 

Soient  p  la  densité  du  liquide,  Q  le  poids  du  vase,  /ila 
hauteur  cherchée ,  et 

l'équation  de  la  surface  interne,  le  plan  des  axes  a,  h 
étant  celui  de  la  grande  ouverture. 
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On  trouve 


\itgpab) 


W.  W. 


13.  Démontrer  les  résultats  suivants  : 

Pour  un  parallélogramme  dont  un  des  côtés  est  à  la 
surface  du  liquide,  le  centre  de  pression  divise  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  côtés  horizontaux  en  deux 
segments  telsj  que  le  segment  supérieur  est  double  du 
segment  inférieur. 

Pour  un  triangle  complètement  immergé,  dont  le  plan 
est  vertical  y  le  sommet  tourné  vers  le  haut  et  la  base  ho-- 
rizontale,  le  centre  de  pression  se  trente  sur  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base.  Si  Von  nomme 
c  la  distance  du  sommet  à  la  surface  du  liquide  y  h  la 
hauteur  du  triangle ,  m  la  distance  du  sommet  au  milieu 
de  la  base  et  x  la  distance  du  sommet  au  centre  de 
pression,  on  a 

Pour  un  rectangle  dont  deux  côtes  sont  verticaux  et 
qui  est  complètement  immergé,  si  Von  nomme  a  et  blés 
distances  de  la  base  supérieure  et  de  la  base  inférieure 
à  la  surface  du  liquide,  la  distance  du  centre  de  pression 
au  nii^eau  du  liquide  est 

2  ^»  — g' 

3  *»— û'' 

Pour  un  cercle  dont  le  contour  touche  la  surface  du 
liquide  y  la  distance  du  centre  de  pression  au  centre  de 
figure  est  égale  au  quart  du  rayon. 

Pour  un  vase  qui  a  la  forme  d^un  cylindre  circulaire 
droit,  et  dont  V  axe  fait  l'angle  ce  av^ec  la  verticale,  si 
Von  nomme  r  le  rayon  intérieur  et  c*  le  volume  du  liquide 
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renfemié  dans  le  vase,  la  distance  du  centre  de  pression 

sur  la  base  au  centre  du  cercle  est  égale  à  j—^  tang«. 

Pour  Paire  comprise  entre  une  parabole,  l'axe  de  la 
courbe  et  une  ordonnée  perpendiculaire  située  à  la  sur-- 
face  du  liquide,  si  Ton  nomme  b  cette  ordonnée  et  a  la 
portion  de  r axe  immergée ,  les  distances  du  centre  de 
pression  à  V ordonnée  et  à  l'axe  sont  respectivement 

^a  et  --ttO. 
7  lo 

Pour  le  secteur  elliptique  compris  entre  deux  demi- 
diamètres  conjugués  a,  b,  dont  le  dernier  est  à  la  sur- 
face du  liquide^  la  distance  du  centre  de  pression  au 
diamètre  a ,  comptée  parallèlement  au  diamètre  b ,  est 

3 

^  b,  et  la  distance  du  même  centre  au  diamètre  b ,  comp^ 

tée  parallèlement  au  diamètre  a  ,  est  -^  a. 
SECTION  II. 

FLUIDES    ÉLASTIQUES. 

Dans  les  fluides  gazeux  dont  la  température  est  uni- 
forme, la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  est  régie 
par  les  deux  équations  simultanées 

dp  =  gpdz,    p=Ap, 

dans  lesquelles  k  désigne  une  constante  qui  dépend  de  la 
nature  du  fluide  et  de  sa  température.  Si  Ton  fait 


ces  équations  donnent 

La  constante  p%  est  la  pression  rapportée  à  Tunité  d^ 


p=p,e^'. 
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surface^  ou  la  tension  du  gaz ,  dans  le  plan  horizontal  qui 
sert  dWigine  aux  distances  z. 

Pour  les  fluides  de  la  nature ,  le  coefficient  X  est  fort 
petit,  en  sorte  que,  si  l'épaisseur  z  du  fluide  considéré 
n'est  pas  très-grande,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser le  facteur  e  égal  à  Tunité  et,  par  suite,  la  près* 
sion  p  constante  à  toute  hauteur. 

Les  formules  précédentes  résultent  de  la  pesanteur  des 
gaz  et  de  la  loi  de  Mariotte.  On  sait  que  la  pesanteur  de 
Fair  fiit  entrevue  par  Galilée ,  et  démontrée ,  un  an  après 
sa  mort,  par  son  disciple  Torricellî,  inventeur  du  baro- 
mètre (1643). 

i .  Un  cylindre  vertical,  fermé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires à  l'axe,  est  rempli  d'un  fluide  élastique. 
Déterminer  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface 
latérale. 

Soient  h  la  hauteiu*  du  cylindre ,  c  la  circonférence  de 
la  base,  p^  la  tension  du  fluide  au  point  le  plus  élevé,  et  z 
la  distance  d'une  couche  fluide  au  sommet  du  vas^. 

La  pression  cherchée  est 

Si  i  est  très-petit,  et  que  h  ne  soit  pas  très  grand,  on 
aura  sensiblement 

V=chp,. 

2.  Un  cylindre  circulaire  droit,  fermé  par  deux  plans 
perpendiculaires  à  l'axe,  est  rempli  d'un  fluide  élastique 
dont  la  tension  est  la  même  à  toute  hauteur.  Les  parois  du 
vase  ont  partout  la  même  épaisseur.  On  conçoit  d'abord 
le  vase  comme  formé  de  deux  parties  symétriques  par 
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rapport  à  un  plan  mené  suwant  l'axe  j  puis  on  conçoit 
le  même  vase  comme  formé  de  deux  parties  qui  se  joi" 
gnent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  taxe.  Il  s'agit  de 
calculer  ^  dans  ces  deux  hypothèses  y  V effort  rapporté  à 
r unité  de  surface  qui  s'exerce  sur  les  faces  de  joint  des 
deux  parties  et  fend  à  les  séparer. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre ,  /  sa  longueur,  e  Tépais- 
seur  de  la  paroi  et  p  la  tension  du  fluide. 

Dans  la  première  hypothèse ,  la  pression  qui  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  moitiés  du  vase ,  estimée  perpendi- 
culairement au  plan  de  symétrie ,  a  pour  valeur  n  rlp  ; 
d'ailleurs  la  surface  de  joint  des  deux  moitiés  dans  le  plan 
de  symétrie  est  (2  7+4 ')  s-  Donc  l'effort  qui  tend  à  sé- 
parer les  deux  parties,  rapporté  à  l'unité  de  surface,  est 


are 

T 


Dans  la  seconde  hypothèse,  la  pression  qui  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  parties  des  vases ,  estimée  parallèle- 
ment à  l'axe,  a  pour  valeur  tt  r'p  5  la  surface  de.  joint  est 
2  TT  re.  Par  juiie ,  Teffort  qui  tend  à  séparer  les  deux  par- 
ties ,  rapporté  à  l'unité  de  surface ,  est 

1   s 

Si  la  longueur  du  cylindre  est  beaucoup  plus  grande 
que  son  diamètre ,  le  premier  effort  est  sensiblement  dou- 
ble du  second. 

On  peut  conclure  de  ce  calcul  que ,  pour  les  chaudières 
à  vapeur  cylindriques^  la  chance  de  rupture  est  moindre 
dans  le  sens  transversal  que  dans  le  sens  longitudinal. 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUILIBRE  DES  CORPS   SOLIDES   EN   CONTACT 
AVEC   LES   FLUIDES. 


Les  positions  d'équilibre  d*un  corps  solide  pressé  par 
un  fluide  se  déterminent  en  exprimant  que  les  pres- 
sions du  fluide,  font  équilibre  aux  autres  forces  qui 
sollicitent  le  corps ,  eu  égard  aux  liaisons  auxquelles  ce 
corps  peut  être  assujetti. 

Si  le  corps  est  libre,  et  que  les  forces  qui  le  sollicitent, 
outre  les  pressions,  se  réduisent  au  poids  des  molé- 
cules ,  on  peut  remplacer  toutes  ces  forces  par  une  force 
unique,  égale  au  poids  du  corps,  et  appliquée  à  son  centre 
de  gravité.  Il  faudra  donc,  pour  l'équilibre  du  corps,  que 
les  pressions  du  fluide  admettent  une  résultante  unique, 
dirigée  suivant  la  verticale,  et  passant  au  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

Si  le  corps  est  plongé  en  tout  ou  en  partie  dans  un 
liquide ,  ou  bien  encore,  sHl  est  entièrement  plongé  dans 
un  fluide  élastique  ,  les  plissions  auront  une  résultante 
unique ,  verticale ,  passant  au  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé,  et  égale  au  poids  de  ce  fluide.  Donc,  dans  ce 
cas,  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  à  ces  deux 
conditions  : 

Le  poids  du  corps  entier  doit  être  égal  au  poids  du 
fluide  déplacé. 

Le  centre  de  gratuité  du  corps  entier  et  celui  du  fluide 
déplacé  doivent  être  situés  sur  une  même  verticale. 

La  détermination  des  positions  d'équilibre  est  alors 
une  simple  question  de  géométrie. 


HYDROSTATIQUE.  4oi 

Si  un  corps  Jlotte  en  équilibre  sur  v,n  liquide  de  den- 
sité p,  en  plongeant  le  volume  V  et  maintenant  le  vo- 
lume V  hors  du  liquide,  ce  même  corps  flottera  en  équi- 

y 

Hère  sur  un  liquide  de  densité  p^  ==^  p:—^^  en  plongeant  la 
partie  V  et  maintenant  la  partie  V  au-dessus  du  liquide. 

SECTION  L 

CORI^S    FLOTTANT    SUR    UN    FLUIDE    INCOMPRESSIBLE. 

\ .  Déterminer  les  positions  . 
d'équilibre  d'un  prisme  droite 
à  base  carrée,  homogène,  qui 
flotte  horizontalement  sur  un 
liquide,  une  des  arêtes  étant 
située  au*- dessus  de  la  surface. 
Il  suffit  de  considérer  la  pro* 
jeciion  du  prisme  sur  un  plan 
perpendiculaire  aux  arêtes. 

Soient  ABCD  cette  projection ,  A  le  sommet  situé  hoï*s 
duliquide,  QQ'la  ligne  de  flottaison,  F  le  milieu  de  Ç^Q' ^ 
G  le  centre  du  carré,  et  H  le  centre  de  gravité  du  triangle 
qui  s^ élève  au-dessus  du  liquide  ;  on  sait  que  ce  point  est 
situé  sur  la  droite  AF  aux  deux  tiers  de  la  longueur. 

Le  centre  de  gravité  de  la  partie  immergée  est  situé  sur 
la  droite  HG,  car  un  corps  quelconque  et  les  deux  parties 
qui  le  composent  ont  évidemment  leurs  centres  de  gravité 
sur  une  même  ligne  droite.  II  en  résulte  que  dans  les  po^ 
sitions  d'équilibre  la  droite  HG  est  verticale*  Si  donc  nous 
menons  par  le  point  F  une  parallèle  à  HG  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  diagonale  AC  au  point  E ,  tous  les  points  de 
cette  parallèle  seront  à  égale  distance  des  points  Q  et  Q', 
en  particulier,  les  distances  EQ  et  EQ'  seront  égales  dans 
les  positions  d'équilibre. 

Nommons  a  le  côté  du  carré,  x  la  distance  AQ,  y  la 
lï.  7& 
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3 

distance  AQ',  et  observons  que  AE  est  égale  à  -  AG,  en 

sorte  que  la  projection  de  AE  sur  chacune  des  direc- 

3 
tiens  AB,  AD  est  égale  k  j  a,  La  relation  EQ  =  EQ' 

pourra  s'écrire 

—  3  — î  3 

a?'-hAE  — 207.7/7  =j»  4- AE  — 27.70, 
4  4 

ou  bien 

(i)  (^  — j)/:c-t-7  — -a  j=0. 

Telle  est  l'équation  par  laquelle  nous  exprimons  que  le 
centre  de  gravité  du  prisme  et  celui  du  liquide  déplacé 
sont  situés  sur  une  même  verticale. 

Soient  a  la  densité  du  prisme  et  p  celle  du  liquide. 
Nous  exprimerons  que  le  poids  du  liquide  déplacé  est 
égal  à  celui  du  corps  entier,  en  posant 

Cette  équation ,  jointe  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  équa- 
tions 

(3)  x--y  =  o, 

(4)  ^-^X a  =  o, 

dont  l'ensemble  constitue  l'équation  (i),  doit  nous  donner 
toutes  les  positions  d'équilibre. 

Une  première  position  d'équilibre  nous  est  donnée 
par  les  équations  (  2)  et  (3).  Les  valeurs  de  x  et  de  /  sont 
les  suivantes  : 


Comme,  par  hypothèse ,  a:  et  y  doivent  être  moindres  que 
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« ,  cette  position  n'est  possible  qu'autant  que  le  rapport - 


I 

est  compris  entre  -  et  i . 


Deux  autres  positions  d'équilibre  sont  fournies  par  les 
équations  (2)  et  (4)-  Ces  équations  donnent 


3 


d'où 


Dans  ces  valeurs,  les  signes  supérieurs  se  correspon- 
dent, ainsi  que  les  signes  inférieurs.  Les  deux  positions 
symétriques  qu'elles  définissent  ne  sont  possibles  qu'au- 

I  0-  .  23       24 

tant  que  le  rapport  -  est  compris  entre  ^  et  ^r^* 

Dans  le  cas  où  le  rapport  -  est  égal  à  ^9  ces  positions 

se  confondent  en  une  seule  qui  rentre  dans  la  solution 

déjà  trouvée.  Dans  le  cas  où  le  rapport  -  est  égal  à  ~^»  le 

prisme  peut  flotter  en  ayant  deux  arêtes  plongées  dans  le 
liquide ,  une  arête  à  la  surface  et  une  arête  hors  du  liquide. 

BossuT,  Traité  d'Hydrodynamique ^X..  ï,p.  178. 

2.  On  suppose  un  cylindre  droit ,  dont  la  base  a 
pour  contour  un  arc  de  parabole  et  une  perpendiculaire 
à  Taxe  de  cette  courbe^  le  corps  n'est  pas  nécessai-- 
rcment  homogène  y  mais  la  densité  est  constante  tout. 

!»6. 
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c  le  long  d'une  même 

parallèle  aux  gêné- 
ratrices.  Il  s'agit  de 
déterminer  les  posi- 
'tiens  d'équilibre  de 
ce  cylindre,  lorsquil 
flotte  horizontale  - 
ment  sur  un  liquide , 
en  élev'ant  sa  face 
plane  tout  entière  au-dessus  du  nii^eau. 

Il  nous  suffit  de  considérer  la  projection  BAC  du  cy- 
lindre sur  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 

Soient 

A  le  sommet  de  la  parabole  \ 

AD  ==  a  la  portion  de  l'axe  de  la  courbe  qui  est  ren- 
fermée dans  le  solide  \ 

9  Tînclinaison  de  cet  axe  sur  Thorizon  ; 

G  le  centre  de  gravité  du  cylindre  -, 

GiF=A  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  dé  la 
parabole  \ 

AF  =  A  la  distance  du  sommet  au  point  F  ; 

P  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale; 

PM=j'  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  de  la 
parabole  \ 

PHV  =:i  a:  la  longueur  du  diamètre  mené  par  le  point  P 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  de  flottaison  QQ'j 

H  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé; 

p  le  paramètre  de  la  parabole  (l'ordonnée  au  foyer). 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  déterminent  la  position  du 
prisme. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  la  ligne  HG  doit  être  verti- 
cale. Prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe 
au  point  G',  et  menons  par  le  point  P  une  parallèle  qui 


AM 

2p 

EG'  = 

=  p 

FG'=Atange 

y  ' 

) 

ip     '       5 

=  A-h 
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rencontre  l'axe  au  point  E.  L'identité 

AM  +  ME  -|.  EG'  =  AF  4-  FG' 

nous  fournira  une  première  équation  d'équilibre ,  «i  nous 

y  remplaçons  les  diverses  longueurs  parles  valeursqu'elles 

ont  lorsque  HG  et  PE  sont  verticales. 

Or,  dans  ce  cas ,  les  propriétés  géométriques  de  la  para* 

bole  nous  donnent 

3 
5 

FG'=/:taDgÔ=-^5 
donc 


Il  nous  reste  à  exprimer  que  le  poids  du  corps  est  égal 
au  poids  du  liquide  déplacé. 

Soient  (7  la  densité  moyenne  du  corps  et  p  la  densité 
du  liquide. 

JjC  produit  de  a  par  Taire  BAC  doit  être  égal  au  pro- 
duit de  p  par  l'aire  QAQ'  \  c'est-à-dire  que  Ton  doit  avoir 

:5  <Tûf  BC  =  ^  px  QQ'sin  0. 

Remplaçant  BC  et  QQ'  sinfl  par  leurs  valeurs 

BC  =  2  ^^pa,      QQ'siiiô=2V'2/?a?, 
il  vient 

et,  par  suite ,  Téquation  en  y  peut  s'écrire 

Ces  équations  (i)  et  (2)  résolvent  le  problème.  Ell^'s 
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nous  montrent  qu'il  y  a  trois  positions  d'équilibre,  ou  bien 
une  seule. 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  homogène,  on  a 

^  =  o     et     h=  -=a; 
o 

alors  Téquation  (a)  se  partage  en  deux  équations 

j=o    et    ^'  — g/'^l  »  -  (^)   J  +  2/?'=o. 

La  première  donne  une  position  d'équilibre  qui  est 
possible  toutes  les  fois  que  la  densité  du  cylindre  est  infé- 
rieure à  celle  du  liquide. 

La  seconde  donne  deux  positions  symétriques,  qui 
seraient  impossibles  si  l'on  avait 

BossuT,  Traité  d'Hydrodfnamiq ue ,  t.  I,  p.  189. 

3,  Trouver  les  positions  d'équilibre  d'un  piisme  droit 
à  base  triangulaire,  qui  flotte  sur  un  liquide,  l'une  de  ses 
bases  étant  entièrement  plongée,  et  l'autre  étant  tout 
entière  au-dessus  du  nii^eau. 

Soient  ABC  la  base  inférieure,  PQR  la  section  faite 
par  le  plan  de  la  surface  du  liquide.  Le  volume  du  tronc 
de  prisme  immergé  ABCPQR  reste  le  même  dans  toutes 
les  positions  d'équilibre  \  il  est  au  volume  du  prisme  en- 
tier dans  le  rapport  de  la  densité  moyenne  du  prisme  en- 
tier à  la  densité  du  liquide.  Nous  regarderons  ce  volume 
comine  connu,  et  nous  le  représenterons  par  1^. 

Considérons  les  troncs  de  prisme  en  nombre  infini  qui 
ont  ia  même  base  ABC  et  le  même  volume  p»  que  le  tronc 
de  prisme  inmiergé;  et  cherchons  à  déterminer  la  surface 
qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  différents 
corps  supposés  homogènes.  Cette  surface  contiendra  né- 
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cessairement  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  dans 
chacune  des  positions  d'équilibre. 

Soient  O  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais&ée  du 
point  B  sur  le  côté  AC.  Prenons  OA  pour  axe  des  x^ 
OB  pour  axe  des  y^  et  une  perpeudiculaire  dirigée  dans 
l'intérieur  du  prisme  pour  axe  des  z.  Représentons  le 
plan  variable  de  la  base  oblique  par  Féquation 

et  nommons  |,  >?,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
d'une  masse  homogène  qui  remplirait  le  tronc  de  prisme 
séparé  par  ce  plan. 

Ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 

P  =  f    /  {ax  -h  ^r  +  ^)  d^djTj 

pÇ=  1    I  [ax-^  by  -^  c)xdxdy^ 

(0  {  nr^ 

vn=  I    j  {ax  -h  6/  -4-  c)ydxdy^ 

vX>^=-\    j   (ax-i-  by  -{-cydxdy^ 

les  intégrales  s' étendant  à  toute  la  base  du  prisme. 

Pour  passer  à  une  position  du  plan  mobile  infiniment 
voisine  de  la  première,  il  faut  différentier  les  équations 
précédentes  en  faisant  varier  seulement  a^bj  c,  5,  »,  Ç". 
Il  vient 

0=11  (xda  -4-  ydb  •+•  dc)dxdy^ 

9dl  =11  (xda  -h ydb  -h  de)  xdxdy, 

vdYi=     j    j  (xda -hydb-^  dc)ydxdy, 

w/Ç  =    /    I  (ax  -i-  by  -h  c)  [xda  -4-  ydb  +  de)  dxdy  j 
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d'où  l'on  lire 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  normale  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  lieu  des  centres  de  gra- 
v^itéy  est  perpendiculaire  au  plan  sécant  qui  répond  à 
ce  point.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  figure  qui  sert 
de  base  au  prisme,  il  subsiste  donc  pour  un  cylindre  quel- 
conque. 

D'après  cela,  pour  déterminer  les  positions  d'équilibre 
d'un  cylindre  quelconque  terminé  par  deux  plans  perpen- 
diculaires aux  génératrices ,  lorsque  ce  corps  flotte  sur  un 
liquide  dans  lequel  une  de  ses  bases  est  entièrement 
plongée ,  il  suffit  de  déterminer  les  normales  que  l'on  peut 
abaisser  du  centre  de  gravité  du  cylindre  sur  la  surface 
lieu  des  points  (^,  y?,  ^).  Car  le  corps  restera  en  équilibre 
toutes  les  fois  que  l'une  de  ces  normales  sera  placée  verti- 
calement, et  que  d'ailleurs  le  volume  du  liquide  déplacé 
sera  égal  à  p». 

Dans  le  cas  du  prisme  triangulaire ,  si  l'on  pose 


QA  =  A,     0C  =  — A,,     OB  =  B, 


on  a 


rfxrfj-=iB(A— A,), 


xydxdy  —  ^V{A}^  AJ), 


y'dxdy  =  -i-  B»( A  —  Ai). 
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Par  suite,  les  trois  premières  équations  (i)  peuvent 
s'écrire 

a(A'-f-AA.-+-A;)a-»-B(A-l-A,)*  +  4(A+A.)c=g^^^iî:^j|, 

(A4-A.)«-K2B*  +  4-  =  gj^|ll^,. 
On  en  tire  les  valeurs 

^„-B'(A  +  A.)  +  aB'g  +  B(A  +  A.)^ 

i._^f,-B(A'4-A;)-HB(A  +  A.)g-f-a(A'-AA.+  A;)ii 
"  -  ^'  B'{A-A.)' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  intégrant,  et 
déterminant  les  constantes  par  la  condition  que,  pour 
a  =  i  =  o ,  on  ait 

|  =  ^(A+A,)=5„    i,  =  ^B  =  fl„    5=1; =?,, 

^  ^  .     ^iB(A-A.) 

il  vient 

?lill^(Ç-Ç„)=zzB'(Ç-Ç.)^H-(A'-.AA.4-AÎ)(,,~,,.)' 
-f.B(AH^A,)(Ç~Ço){>î->ï«). 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  lieu  des  centres  de  gra- 
vité 5  elle  représente  un  paraboloïde  elliptique^  car  on  a 

[B(A4-A.)]'-4B^(A^-AA.-^-A;)=:  — 3B«(A  — A,)% 

quantité  toujours  négative.  Ce  paraboloïde  a  son  axe  pa- 
rallèle aux  arêtes  du  prisme  ;  son  sommet  a  pour  coor- 
données $0  9  >îo?  foî  la  convexité  est  tournée  vers  la  baso 
immergée.  Ainsi,  la  question  est  ramenée  à  déterminer 
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les  normales  que  l'on  peut  abaisser  d'un  point  donné  sur 
une  surface  du  second  degré. 

Si  le  centre  de  gravité  du  prisme  entier  est  extérieur 
au  paraboloïde ,  on  ne  peut  mener  par  ce  point  qu'une 
seule  normale  à  la  surface  ;  il  n'y  a  qu'une  seule  position 
d'équilibre.  Si  le  centre  de  gravité  est  intérieur  au  para- 
boloïde ,  on  peut  mener  par  ce  point  une ,  trois  ou  cinq 
normales  *,  il  y  a  autant  de  positions  d'équilibre. 

Si  le  prisme  est  homogène  ou  seulement  composé  de 
couches  homogènes  parallèles  aux  bases,  le  centre  de 
gravité  du  prisme  est  situé  sur  l'axe  du  paraboloïde. 
Admettons ,  en  outre ,  que  le  centre  de  gravité  soit  inté- 
rieur à  la  surface  ]  nommons  â  sa  distance  au  sommet , 
etp,  ^1  les  paramètres  des  sections  principales ,  p  étant 
plus  petit  que  pi.  Si  l'on  ai  â <^p,  il  n'y  a  qu'une  seule 
position  d'équilibre,  le  prisme  doit  être  vertical  ^  si  l'on 
a/7  <  J<^pi,  il  existe,  outre  la  position  verticale,  deux  au- 
tres positions  d'équilibre,  symétriques  par  rapport  à  l'un 
des  plans  principaux  ;  enfin,  si  l'on  a  5  ^p^,  il  existe,  outre 
la  position  verticale,  quatre  autres  positions  d'équilibre, 
deux  à  deux  symétriques  par  rapport  aux  plans  principaux. 

Dans  le  cas  où  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équi- 
latéral,  le  paraboloïde  est  de  révolution.  Alors,  si  le 
centre  de  gravité  du  prisme  se  trouve  situé  sur  l'axe,  dans 
l'intérieur  de  la  surface,  à  une  distance  du  sommet  supé- 
rieure au  paramètre  de  la  courbe  méridienne,  il  existe  une 
infinité  de  positions  d'équilibre  autres  que  la  position 
verticale,  toutes  également  inclinées  à  l'horizon. 
Dawidof,  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXXVIII,  p.  i58;  1847. 

4.  Déterminer  la  position  d* équilibre  d'un  cube  ho- 
mogène qui  flotte  sur  un  liquide  en  plongeant  un  seul  de 
ses  sommets. 

Les  portions  d'arêtes  qui  sont  immergées  doivent  avoir 
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la  même  longueur;  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  plu- 
sieurs positions  d'équilibre. 

Si  Ton  nonune  a  le  c6té  du  cube ,  a  la  densité  du  corps 
et  p  celle  du  liquide ,  la  longueur  des  parties  d'arêtes  im- 
mergées est 


-m- 


L'équilibre  n'est  possible,  dans  les  conditions  voulues, 
qu'autant  que  le  rapport  -  est  inférieur  à  ^• 

5,  Trois  sphères  de  même  rayon  y  mais  de  densités 
différentes  y  flottent  sur  un  liquide  en  se  touchant  l'une 
l'autre.  Quelle  est  l' inclinaison  de  leur  commun  plan 
tangent  sur  la  surface  du  liquide? 

Si  l'on  nomme  p  la  densité  du  liquide ,  r  le  rayon  des 
sphères ,  o- ,  (/,  a"  leurs  densités ,  c ,  e',  c''  les  hauteurs  de 
leurs  centres  au-dessus  de  la  surface  du  liquide ,  et  y  l'in- 
clinaison cherchée ,  on  trouve 

3  r»  sin'  y  =  r  (c  —  c')  +  c'  (c'  —  c")  -+-  c"  (c"—  c). 

La  distance  c  est  déterminée  par  l'équation 

4(7  r»  =  p(r—c)^(2r-hc); 

les  distances  c',  c"  sont  déterminées  par  des  équations 
semblables. 

W.  W. 

6.  Trois  poids  différents  P,  Q,  ^font  successii^ement 
équilibre  à  un  cylindre  homogène  qui  est  suspendu  à 
V extrémité  d'une  balance  hydrostatique,  et  plonge  en 
partie  dans  le  liquide.  On  demande  de  trouver  une 
relation  entre  les  poids  P,  Q,  R  et  les  distances  corres^ 
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pondantes  a,b^  c  de  la  base  immergée  du  cylindre  à  là 
surface  du  liquide. 

La  relation  qui  lie  ces  quantités  est  la  suivante  : 
P  (*  —  c)  H- Q  (c  —  «) -t- R  («  —  ^)  =  o. 

7.  On  suppose  un  cône  droit,  homogène  y  dont  le 
sommet  est  fixé  dans  V  intérieur  d^un  liquide^  à  une 
profondeur  connue.  Le  cône  peut  tourner  librement  au- 
tour de  ce  point  fixe  i  etfiotte  en  élev^ant  sa  base  tout  en- 
tière au-dessus  de  la  surface  du  liquide.  Il  s^agit  de 
déterminer  l'inclinaison  de  F  axe  sur  l'horizon. 

Soient  h  la  dislance  du  sommet  du  cône  au  niveau  du 
liquide,  /  la  longueur  des  génératrices^  a  l'angle  des  gé- 
nératrices avec  l'axe,  a  la  densité  du  corps  et  p  celle  du 
liquide. 

L'inclinaison  /3  de  Taxe  sur  Thorizon  est  donnée  par 
Téquation 

8.  On  suppose  une  sphère  creuse,  de  rayon  exté- 
rieur a,  formée  d'une  matière  homogène  de  densité 
connue  a.  Cette  sphère  étant  posée  sur  un  liquide  de 
densité  connue  p ,  flotte  en  plongeant  le  sommet  infé- 
rieur de  sa  surface  externe  jusqu'à  la  distance  c  du  ni- 
veau du  liquide.  Déterminer  le  rayon  intérieur  a'. 

On  trouve 


,        /      3  ûc'      1  pc^y 


9.  Une  tige  homogène ,  dont  l'épaisseur  est  négli-^ 
geable  vis-à-vis  de  la  longueur,  est  soutenue  par  un  fil 
attaché  à  son  extrémité  supérieure,  et  plonge  en  partie 
dans  un  liquide  où  elle  se  maintient  dans  une  position 
inclinée. 
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Connaissant  le  rapport  fx  de  la  densité  de  la  tige  à 
celle  du  liquide,  il  s'agit  de  déterminer  le  rapport  n  de 
la  longueur  totale  de  la  tige  à  celle  de  la  partie  qui  5'é- 
lèi^e  au'deséus  de  la  surface. 

On  trouve 


Heeman,  Phoronomia  ^  page  iSp. 

SECTION  11. 

CORPS    SOUMIS    A    l'action    d'uN    FLUIDE    ÉLASTIQUE. 

1.  On  suppose  un  liquide  homogène  y  de  densité  in-^ 
connue,  dont  la  surface  est  soumise  à  la  pression  atmo-^ 
sphérique ,  et  un  vase  de  poids  connu  p,  à  parois  très-^ 
minces,  quia  la  forme  d'un  cylindre  droit  ouvert  à  Vunc 
de  ses  extrémités. 

On  place  ce  vase  sur  le  liquide  en  le  maintenant  dans 
une  position  verticale^  l'ouverture  tournée  en  haut,  et 
on  le  charge  jusqu^à  ce  que  son  bord  affleure  la  surface 
du  liquide.  Soit  P  le  poids  qu'il  a  fallu  ajouter. 

Ceci  fait,  on  retire  le  vase  plein  d'air  à  la  pression 
atmosphérique,  puis  on  le  pose  sur  le  liquide  en  le 
maintenant  dans  une  position  verticale,  Fonuerture  en 
bas  y  sans  laisser  échapper  Vair  qu'il  contient,  et  l'on 
charge  jusquà  ce  que  la  base  affleure  la  surface  du  li- 
quide. Soit  Q  le  poids  qu'il  a  fallu  ajouter. 

On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Soient 

xz  la  pression  atmosphérique  sur  l'unité  de  surface  \ 

p  la  densité  du  liquide  5 
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h  la  hauteur  extérieure  du  vase; 

A  Taire  de  la  base  extérieure  \ 

(3  l'épaisseur  du  fond^ 

a  Taire  de  la  section  droite  des  parois  latérales. 

A  —  a  sera  Taire  de  la  base  intérieure. 

La  première  opération  nous  donne  la  relation 

(i)  PH-/;=g'p/iA. 

Considérons  actuellement  le  cylindre  renversé,  et  soit  x 
la  hauteur  extérieure  de  la  partie  du  cylindre  qui  reste 
remplie  d'air  lorsque  la  base  affleure  la  surface  du  li- 
quide. L'effort  de  Tair  intérieur  pour  soulever  le  vase 

est  ct(A  —  a) ^»  et  la  poussée  du  liquide  agissant 

sur  le  bord  des  parois  latérales  est  (g^pA  +  ny)»^  Ten- 
semble  de  ces  deux  forces  doit  faire  équilibre  aux  forces 
qui  tendent  à  enfoncer  le  vase.  Donc 

h  — -  ft 

X — p 

Dans  la  même  position,  la  pression  de  Tair  intérieur  sur 
le  liquide  en  contact  est  égale  à  la  pression  du  liquide 
sur  la  surface  de  cet  air.  Par  suite,  on  a 

(3)  ^+gf^  =  ^tzl. 

Les  équations  (i),  (a)  et  (3)  permettent  de  calculer  la 
pression  atmosphérique  rapportée  à  T unité  de  surface,  en 
fonction  des  quantités  ;?,  P,  Q,A,  aet(3. 

Mais,  par  hypothèse,  a  et  (3  sont  de  très-petites  quan- 
tités;  on  peut  les   négliger   sans  erreur   considérable. 
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Alors,  si  de  Téquation  (2)  on  retranche  Téquation 

X  ,  h 


TS 


A-f-(P-f->9)-  =r  xsk  -, 


laquelle  résulte  des  équations  (i)  et  (3) ,  il  vient 
Q  +  ^^lP-f-A')^- 

Multipliant  cette  dernière  relation  par  Téquation  (2),  et 
tirant  du  résultat  la  valeur  de  cr,  on  trouve 

A(P-Q)* 

Telle  est,  à  très-peu  près,  la  pression  de  l'atmosphère 
sur  l'unité  de  surface. 

2.  TJn  tuhe  cylindrique  fermé  par  le  haut ,  rempli  en 
partie  d'air  sec ,  est  maintenu  dans  une  position  verti- 
cale sur  une  cui^e  pleine  de  mercure,  soumis  à  la  pression 
atmosphérique ,  dans  lequel  il  plonge  son  extrémité  ou- 
inerte.  Le  liquide  s'élèi^e  dans  le  tube  à  la  hauteur  h  au- 
dessus  du  nii^eau  de  la  cuv^e^  et  la  longueur  de  la  por- 
tion du  tube  qui  contient  de  Vair  est  égale  à  H.  On 
enfonce  le  tube  jusquà  ce  que  le  niveau  du  liquide  y 
de\>ienne  le  même  que  dans  la  cuve^  alors  la  longueur 
de  la  portion  de  tube  qui  contient  de  Vair  se  réduit  à 
H'.  On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Si  Ton  nomme  p  la  densité  du  mercure  et  xs  la  pres- 
sion atmosphérique  rapportée  à  l'unité  de  surface,  on 
trouve 

.       H 

3.  Un  cylindre  homogène^  de  densité  rs  et  de  longueur 
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h,  flotte  dans  une  position  verticale  sur  un  liquide  de 
densité  p.  Tout  le  système  est  placé  sous  un  récipient 
plein  d'air  comprimé.  Quelle  est,  en  fonction  de  la 
densité  p'  de  l'air  du  récipient,  la  longueur  x  de  la 
partie  du  cylindre  qui  est  immergée  P 

On  trouve 

X  =  h  ;  • 


SECTION  m. 

STABILITÉ    D£    l'ÉQIJILIBRE   DES    CORPS    FLOTTANTS» 

Considérons  un  corps  solide ,  pesant  et  libre  de  toute 
liaison,  qui  flotte  en  équilibre  sut  un  liquide  homo- 
gène. 

L'équilibre  est  stable  lorsque  le  centre  de  grauité  du 
corps  est  situé  au-dessous  du  centre  de  gra\fité  du  liquide 
déplacé. 

L'équilibre  est  encore  stable  lorsque  le  centre  de  grauité 
du  corps  est  situé  au-dessus  de  celui  du  liquide  déplacé ^ 
pouruu  que  la  distance  de  ces  deux  points  soit  inférieure 
au  quotient  que  Von  obtient  en  dii^isant  par  le  volume 
immergé,  le  plus  petit  des  moments  d'inertie  de  la  sec^ 
tien  à  fleur  d'eau  autour  des  droites  menées  dans  son 
plan  par  son  centre  de  grauàé. 

Si  le  corps  est  symétrique  relativement  à  un  plan  verti- 
cal ,  pour  que  l'équilibre  soit  stable  par  rapport  à  des  dé- 
placements infiniment  petits  parallèles  au  plan  de  symé^ 
trie,  quand  le  centre  de  gravité  du  corps  est  au-dessus 
de  celui  du  liquide  déplacé ,  il  suffit  que  la  distance  de 
ces  deux  points  soit  inférieure  au  quotient  que  l'on  ob- 
tient en  divisant  par  le  volume  immergé,  le  moment  d'i* 
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nerlie  de  la  section  à  fleur  d'eau  autour  de  la  perpen- 
diculaire au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section.  L'équilibre  serait  instable  si  le  con- 
traire avait  lieu. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  considérer  la  stabilité  de 
l'équilibre  d'un  corps  symétrique  relativement  à  un  plan 
vertical ,  en  supposant  que  les  déplacements  et  les  vitesses 
imprimées  soient  parallèles  au  plan  de  symétrie. 

i .  Un  corps  sy- 
métrique  par  rap- 
port  à  un  plan 
"vertical  Jlotte  en 
équilibre.  Son 
centre  de  grai^ité 
est  G;  le  centre  de 
gra\>ité  du  liqui- 
de déplacé  est  un 
point  H  situé  au- 
dessous  du  point  G.  On  déplace  ce  corps  parallèle- 
ment  au  plan  de  symétrie  d^ une  manière  quelconque, 
mais  sans  changer  le  volume  immergé^  puis  on  le  ra- 
mène  graduellement  à  sa  première  position  d* équilibre, 
toujours  en  le  faisant  moui^oir  parallèlement  au  plan 
de  symétrie  et  sans  changer  le  volume  immergé.  Pen- 
dant ce  moui^ement ,  la  verticale  qui  passe  au  centre  de 
grav^ité  du  liquide  déplacé  et  la  droite  HG ,  considérée 
comme  inv^ariablement  liée  au  corps ,  se  coupent  en  un 
point  M ,  qui  se  déplace  sur  la  droite  HG,  et  com^erge 
vers  une  position  limite.  Cette  position  limite  est  ce  qiion 
nomme  le  métacentre.  //  s*agit  de  prouver  que  la  hau- 
teur du  métacentre  au-dessus  du  point  H,  est  égale  au 
quotient  que  Von  obtient  en  divisant  par  le  volume  im- 
mergé V  dans  Vétat  d'équilibre  y  le  moment  d'inertie 
II.  27 
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A/r'  de  la  section  àjleur  d'eau  A  autour  d'une  perpen- 
diculaire au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de 
gratuité  de  la  section. 

On  fora  voir  que,  dans  le  cas  où  le  ^volume  immergé 
est  variable  y  la  position  limite  du  point  M  ne  peut  être 
assignée  qu  autant  que  Von  connaît  la  nature  du  mou- 
uement  dans  le  voisinage  de  la  position  d'équilibre. 

Soient 

PQ  la  section  à  fleur  d'eau  dans  Télat  d'équilibre  5 

PQ'  la  section  à  fleur  d'eau  dans  une  position  infini- 
ment voisine  5 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  PQ  à  la 
section  F  Q'  5 

RS  une  section  parallèle  à  F  Q',  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section  PQ  ; 

IK  l'intersection  des  deux  plans  RS,  PQ,  laquelle  est 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie; 

c  la  plus  courte  distance  des  droites  IK  et  HG  ; 

0  l'angle  des  deux  plans  PQ,  RS,  ou  bien  l'angle  de 
HG  avec  la  verticale  ; 

a  la  distance  HG  ; 

p  la  densité  du  liquide. 

Les  quantités  infiniment  petites  ^  et  0  seront  considé- 
rées comme  infiniment  petites  de  premier  ordre  ]  les  in- 
finiment petits  d'ordre  supérieur  disparaîtront  dans  le 
calcul. 

D'après  cela,  le  volume  FQ'QP  peut  être  considéré 
comme  celui  d'un  cylindre  construit  sur  la  base  PQ  ;  il 
est  égal  à  Taire  de  la  base ,  A ,  multipliée  par  la  distance  z 
des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Il  s'ensuit  que  la  pression  résultante  est 

Calculons  la  somme  des  moments  des  pressions  autour 
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d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le 
point  G;  et,  dans  ce  calcul,  comptons  positifs  les  mo- 
ments des  forces  qui  tendent  à  ramener  le  corps  à  sa 
première  position  d'équilibre. 

Nous  voyons  d'abord  que  la  somme  dont  il  s'agit  est 
égale  et  contraire  au  moment  du  poids  du  liquide  qui 
remplirait  le  volume  immergé.  Ce  volume  lui-même  se 
compose  du  volume  PBQ ,  plus  le  volume  PQ'SR,  plus 
le  volume  QIRS,  moins  le  volume  PIKR. 

Pour  le  volume  PBQ ,  le  moment  du  poids  est 

^pVasinÔ     ou     gpYaB. 

Pour  le  volume  PQ'SR  le  moment  du  poids  est  égal  au 
produit  du  poids  gpAz  par  la  distance  de  la  droite  IR  à  la 
verticale  du  point  G.  Maiis,  comme  le  poids  est  déjà  un 
infiniment  petit,  on  peut  remplacer  cette  distance  va- 
riable par  la  dislance  constante  c  qui  en  diffère  infiniment 
peu.  Alors  le  moment  cherché  devient 

gpAcz, 

Quant  aux  volumes  QIKS,  PIKR,  on  peut  les  con- 
cevoir décomposés  en  éléments  prismatiques  élevés  per- 
pendiculairement sur  les  éléments  dA  de  la  section 
PQ.  Si  l'on  nomme  x  la  distance  de  l'élément  dA  à  la 
ligne  IK  5  cette  distance  étant  comptée  positive  à  droite 
de  IK  et  négative  à  gauche,  la  hauteur  du  prisme  sera 
±:  X  tangO  ou  ±xB^  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
à  la  même  ligne  sera  a:,  en  négligeant  toujours  les  infini- 
ment petits  de  second  ordre.  Par  suite,  la  différence  entre 
le  moment  du  poids  du  volume  QIKS,  et  le  moment  du 
poids  du  volume  PIKR,  s'exprimera  par  l'intégrale 


-  .pe/ 


étendue  à  toute  la  section  PQ.  Mais,  puisque  a  ligne  IK 

27. 
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passe  au  centre  de  gravité  de  cette  section,  on  a 


I  xdk  =  o, 


et  Tintégrale  se  réduit  au  seul  terme 

D'après  ces  valeurs ,  la  somme  des  moments  des  près* 
sions  est 

(U)  grp(_VflO  — Acz-h  A^'0). 

Divisant  celte  somme  par  la  pression  résultante,  nous 
aurons  la  distance  de  cette  pression  à  Taxe  des  moments  ; 
divisant  encore  par  sindou  par  9,  nous  aurons  la  distance 
du  point  G  au  point  M  où  la  droite  HG  est  coupée  par  la 
verticale  qui  passe  au  centre  de  gravité  du  liquide  dé- 
placé, et  la  distance  obtenue  sera  positive  si  le  point  M 
est  au-dessus  du  point  G.  Il  vient 

GM=  /a^'—ûV— Ac^\  (V+ A«)-', 

et  à  la  limite, 

I.      ^..       AA'  Ac,.       (z\ 

I,m,GM  =  — -^--lim.(^-j. 

Or,  si  z  n'est  point  nul ,  la  limite  du  rapport  -  dépend 

de  la  manière  dont  le  corps  revient  à  sa  position  d'é- 
quilibre 5  en  sorte  que  l'on  ne  peut  assigner  la  position 
limite  du  point  M  sans  connaître  la  nature  du  mouve- 
ment, à  moins  que  la  distance  c  ne  soit  nulle.  Mais,  si  z 
est  nul,  c'est-à-dire,  si  le  volume  immergé  est  invariable, 
alors  la  distance  de  la  position  limite  du  point  M  au  centre 
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de  gravité  du  corps ,  est 

A*' 

celle  distance  étant  comptée  positive  ou  négative ,  suivant 

que  le  point  M  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de 

gravité.  En  d'autres  termes,  la  hauteur  du  métacentre  au- 

AA-' 
dessus  du  point  H  est  -— i  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  la  règle  citée  au  com- 
mencement de  cette  Section,  on  voit  cpie  F  équilibre  est 
stable  ou  instable,  suivant  que  le  métacentre  est  situé 
au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de  grai^ité  du  corps. 
L^ équilibre  serait  indiffèrent  si  le  métacentre  coïncidait 
as^ec  le  centre  de  grai^ité. 

Cette  dernière  proposition ,  évidente  par  elle-même 
quand  on  se  borne  à  considérer  la  stabilité  de  l'équilibre 
par  rapport  à  des  déplacements  qui  n'altèrent  point  le 
volume  immergé,  a  été  donnée  par  Clairaut,  pour  ce 
cas  seulement,  dans  le  Traité  du  Na\^ire,  C'est  à  ce  géo- 
mètre que  l'on  doit  l'expression  de  métacentre, 

Duhamel^  Journal  de  l'Ecole  Polytech,,  XXIV*  cahier, 
p.  12  ;  i832. 

%  Quelle  est  la  condition  de  stabilité  pour  un  prisme 
rectangulaire  homogène  dorit  la  base  est  horizontale  ^ 
relatii^ement  à  des  déplacements  parallèles  aux  fa&es 
verticales  ? 

Soient  a  et  i  les  deux  côtés  de  la  base ,  c  la  hauteur,  <j 
la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide. 

Le  volume  immergé  est  -  abc, 

9 
La  hauteur  du  centre  de  gravité  du  prisme  au-dessus 

du  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  est  égale  à 


K-7)- 
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Le  moment  d'inertie  de  la  section  à  fleur  d'eau  autour 
d'un  axe  mené  par  le  centre  de  cette  section  parallèle- 
ment au  côté  b  a  pour  expression 


f: 


hx^dx-=i  —  ba^' 

12 


La  condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  paral- 
lèles aux  faces  (ac)  est  donc 


—  ha^ 


ou  bien 


^^         ^1         "-abc 


^>-;(-^)- 


c 


L'équilibre  serait  instable  si  le  premier  membre  était 
inférieur  au  second  \  il  serait  indifférent  si  les  deux  mem- 
bres étaient  égaux. 

EncycL  Metrop,  MU\  Se,  vol.  I,  p.  igS. 

3.  Un  prisme  droit  homogène ,  dont  la  base  est  un 
triangle  isocèle ,  flotte  sur  un  liquide.  La  face  latérale 
qui  répond  à  la  base  du  triangle  isocèle  est  horizontale 
et  tout  entière  située  au-dessus  du  nix^eau.  Troux^er  la 
condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  parallèles  à 
F  un  des  deux  plans  verticaux  gui  partagent  le  corps  en 
deux  parties  symétriques . 

Soient  /  la  longueur  du  prisme ,  2  è  la  base  du  triangle 
isocèle,  a  l'angle  au  sommet ,  <j  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide. 

Pour  des  déplacements  parallèles  aux  bases  du  prisme, 
la  condition  de  stabilité  est 


jtang->. 


(/^O- 
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Pour  des  déplacements  parallèles  «lu  plan  de  symétrie 
qui  coupe  le  corps  suivant  Tarête  inférieure ,  la  condi- 
tion de  stabilité  est 

a         (T 
COS*-<'-' 

Si  la  base  est  un  triangle  isocèle  rectangle ,  et  que  les 
déplacements  lui  soient  parallèles ,  le  niveau  du  liquide 
divise  en  deux  parties  égales  la  distance  du  métacentre  au 
centre  de  gravité  du  liquide  déplacé. 

BovGVJLK,  Traité  du  Navire ,  p.  266. 

4.  Troui^er  la  condition  de  stabilité  pour  un  cône- 
droit  et  homogène ,  dont  taxe  est  vertical  et  le  sommet 
plongé  dans  le  liquide. 

Si  Ton  nomme  r  le  rayon  de  la  base,  A  la  hauteur  du 
cône ,  (7  la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide ,  on 
trouve  la  condition 

Daniel  Bebo^oulli,  Comment,  Acad.  Petrop,  1738,  p.  162. 

5.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  cylindre 
droit  et  homogène ,  dont  F  axe  est  vertical. 

Si  Ton  nomme  r  le  rayon  de  la  base,  h  la  hauteur, 
a  la  densité  du  cylindre  et  p  celle  du  liquide,  on  trouve  la 
condition 

Daniel  Bernodlli^  ihid. 

6.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  para^ 
boloïde  de  révolution  homogène,  terminé  par  un  plan 
perpendiculaire  à  F  axe,  et  dont  Vaxe  est  vertical. 

Si  l'on  nomme  p  le  paramètre  de  la  parabole  généra- 
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trice,  b  la  longueur  de  Taxe,  a  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide ,  on  trouve  la  condition 

3/. 


:-i>-v/?- 


Archimède  étudie  la  stabilité  de  l'équilibre  du  parabo- 
loïde  de  révolution  dans  le  second  livre  du  traité  Des 
corps  portés  sur  un  fluide. 

SECTION  IV. 

PETITES  OSCILLATIONS  DES  CORPS  FLOTTANTS. 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  un  corps  partagé  en 
deux  moitiés  symétriques  par  un  plan  vertical ,  ce  qui  est 
le  cas  d'un  navire.  Nous  supposerons  que  l'on  ait  légère- 
ment écarté  le  corps  d'une  position  d'équilibre  stable,  en 
imprimant  à  tous  ses  points  une  faible  vitesse  parallèle  au 
plan  de  symétrie.  Il  en  résultera  des  oscillations  qui 
seront  évidemment  parallèles  au  même  plan. 

Conservons  la  notation  et  la  figure  du  problème  1  de 
la  Section  précédente.  De  plus ,  nommons  x  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  corps  au-dessous  du  plan  horizon- 
tal sur  lequel  est  situé  ce  point  dans  la  position  d'équi- 
libre ,  et  h  le  rayon  de  gyration  du  corps  autour  d'une 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre 
de  gravité-,  VpA*  sera  le  moment  d'inertie  du  corps  au- 
tour de  cette  perpendiculaire. 

Nous  négligerons  les  termes  du  second  degré  par  rap- 
port aux  petites  quantités  jç^  z  eiQ. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  du  mouvement  hori- 
zontal du  centre  de  gravité  :  il  sera  nul,  ou,  si  l'on  veut, 
rectilîgne  et  uniforme. 
Quant  au  mouvement  vertical,  il  sera  régi  par  l'équation 
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qu'on  obtient  en  égalant  la  force  effective,  Vp  -— ^  à  la 

résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  corps  dans  la  direc- 
tion de  la  pesanteur.  Celte  résultante  est  égale  à  la 
différence  entre  le  poids  du  corps  et  le  poids  du  liquide 
déplacé  \  et,  dans  le  degré  d'approximation  qui  aété  adopté, 
cette  différence  se  réduit  au  poids  du  liquide  qui  rempli- 
rait le  volume  FQ'SR  considéré  comme  un  cylindre.  On 
a  donc 

Négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on  a 

(l)  X  =  3  -h  C0, 

et  l'équation  précédente  devient 

Il  reste  à  trouver  l'équation  qui  représente  le  mouve- 
ment de  rotation  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Pour  cela  il  suffit  d'égaler  le  moment  des  forces  effectives , 

Vp/i*  -T-^,  au  moment  des  forces  appliquées,  lequel  est 

représenté  en  signe  contraire  par  la  formule  (U),  p.  420. 
Il  vient 

Vp^'^  =  — ^p  (— V/7Ô— Acz  +  A^'Ô). 

Afin  de  n'avoir  que  deux  variables,  il  convient  de  rem- 
placer z  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i).  Si ,  de  plus,^ 
on  pose 

en  sorte  que  /  soit  le  rayon  de  gyration  de  la  section  PQ 
autour  d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée 
par  le  point  où  la  droite  HG  perce  la  section  considérée  , 
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on  aura 

Les  équations  (2)  et  (3)  sont  linéaires  à  coefficients 
constants;  elles  s^intègrent  par  la  méthode  connue. 
Si  Ton  pose ,  pour  abréger, 

^A  Ai«— V« 

les  équations  deviennent 

_._|_;„(X—  CÔ)  =  0, 

et,  en  désignant  par  r^,  i\  les  racines  de  l'équation 
/i'r' —  [h}-\-  en)  mr=z  cm^[c—^  /i), 

par  Aj,  As,  a,,  aj  des  constantes  arbitraires,  les  inté- 
grales sont 

a:  =  A,  sin  (  V^r,  ^  4-  a,  )  ■+-  A,  sin  [sjr^t-h  a,), 

ô  =  A,  ^^""  ^'  sin  (  V^/  +  a,)  +  A,  ^i^— ^  sin  {.v^^  -4-  aj\ 
me  '  me 

Lorsque  le  corps  est  tel ,  que ,  dans  la  position  d'équili- 
bre, les  centres  de  gravité  du  corps  et  de  la  section  à  fleur 
d'eau  soient  sur  une  même  verticale,  alors  la  distance  c  est 
nulle,  et  les  équations  du  mouvement  ont  pour  intégrales 


X  z=  A,  sin  (  y  Y"  ^  -^  *'  )  ' 

0  =  A,sin  I  i/^(A/-~V«)^-+-aJ. 
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La  durée  d'une  oscillalion  verticale  est  tt  4 /— -  >  et  celle 

d'une  oscillation  angulaire  tt  i  /  —n-r. — ï7-\  *    Les   am- 

plitudes  de  ces  deux  oscillations  sont  indépendantes  l'une 
de  l'autre. 

Il  ne  faut  point  oublier  que ,  dans  toutes  ces  formules , 
les  distances  a  et  c  sont  positives  quand  elles  ont  les  direc- 
tions que  leur  assigne  la  figure,  et  négatives  quand  elles 
ont  des  directions  contraires. 

Les  oscillations  des  corps  flottants  ont  été  étudiées  suc- 
cessivement par  Daniel  BernouUi  (*),Euler  (*) ,  d'Alem- 
bert  (')  et  Bossut  (*).  M.  Molins  (*)  a  repris  la  même 
question  sans  limiter  en  rien  la  forme  du  corps  et  la  di- 
rection des  petits  mouvements. 

A  l'aide  des  formules  qui  précèdent ,  on  n'aura  aucune 
difficulté  à  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

1 .  Un  prisme  homogène  à  base  carrée,  flottant  sur  un 
liquide,  a  été  légèrement  écarté  de  la  position  d'équilibre 
stable  oii  l'une  des  faces  latérales  est  horizontale,  par 
un  petit  déplacement  parallèle  à  la  hase.  Déterminer  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même 
temps. 

Soient  b  le  côté  de  la  base,  a  la  densité  du  corps ^ 
p  celle  du  liquide  et  /  la  longueur  cliercbée. 

S'il  s'agît  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 


(')  Comment,  Àcad,  Petrop.f  i73y,  p.  loo. 

(')  Scientia  navalis»  part.  II,  cap.  iv;   1749. 

(')  Essai  d'une  nouvelle  théorie  de  la  résistance  des  fluides,  chap.  vi  ; 
1752.  —  Opuscules,  t.  I,  p.  104. 

(*)  Sur  l'arrimage  des  vaisseaux.  Prix  de  TAcatl.  des  Se.  de  Paris,  t.  I\  ; 
17G6. 

(M  Journal  de  M.  Liouville,  l.  111.  p.  33;  i838. 
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vite,  on  trouve 


0" 


et  s'il  s'agit  des  oscillations  autour  d*une  perpendiculaire 
à  la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 


nbpa 


)(T' 


p*  —  6pff  4-  6a 
Daniel  Bernoulli,  Comment.  Acad,  Petrop.y  1789,  p.  106. 

2.  Même  problème  y  en  supposant  que  la  section  du 
prisme  soit  un  triangle  isocèle j  et  que,  dans  la  position 
d'équilibre  stable  j  la  face  latérale  correspondante  à  la 
base  du  triangle  isocèle  soit  horizontale  et  située  au- 
dessus  du  liquide. 

Soient  aft  la  base  du  triangle  isocèle,  q  la  hauteur  du 
même  triangle,  a  la  densité  du  prisme,  p  celle  du  li- 
quide, et  /  la  longueur  du  pendule  qui  oscille  dans  le 
même  temps. 

S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
vité, on  trouve  • 

et  s'il  s'agit  des  oscillations  autour  d'une  perpendiculaire 
à  la  base  ,  menée  par  le  centre  de  gravité , 


[V^'(-v/î)] 

Encycl.  Metrop.  Mixed  Se,  vol.  I ,  p.  194. 

3.  Un  paraboloïde  de  réi^olution  homogène,  ter- 
miné par  un  plan  perpendicidaire  à  taxe,  flotte  sur  un 
liquide^  l'axe  est  vertical,  et  le  sommet  dirigé  vers  le 
bas.  Connaissant  la  durée  T  des  petites  oscillations  ver- 


HYDROSTATIQUE.  429 

ticûles  que  ce  corps  exécute^  il  s* agit  de  déterminer  la 
distance  du  sommet  du  corps  à  la  surface  du  liquide, 
pour  la  position  d^ équilibre, 
La  distance  cherchée  est 

TT»      '  ■         W.  W. 

SECTION  V. 

ÉQUILIBRE    DES    VASES    QUI    CONTIENJNENT    DES    LIQUIDÉS. 

Lorsqu'un  vase  contenant  un  liquide  repose  en  équi- 
libre sur  un  support,  le  poids  du  vase  et  la  pression  du 
fluide  sur  les  parois  font  équilibre  à  la  réaction  du  sup- 
port. 

i .  Une  demi'Sphère  creuse^  remplie  d!un  liquide^  sap* 
plique  contre  un  plan  vertical  de  manière  à  fermer 
exactement  F  ouverture  y  et  appuie  sa  surface  com^exe 
contre  un  plan  incliné  qui  coupe  le  premier  plan  sui^'ant 
une  droite  horizontale.  On  demande  quelle  est  la  pres^ 
sion  exercée  sur  le  vase  par  chacun  des  deux  plans , 
dans  rétat  d'équilibre ,  et  quel  est  le  plus  grand  angle 
des  deux  plans  qui  permette  à  r équilibre  de  subsister,  le 
poids  de  Venv^eloppe  hémisphérique  étant  négligeable 
vis-à'Vis  du  poids  du  liquide. 

Soient  r  le  rayon  intérieur  delà  sphère,  p  la  densité 
du  liquide,  a  l'angle  des  deux  plans,  S  la  pression  du 
plan  vertical  contre  le  bord  du  vase ,  R  la  pression  du  plan 
incliné,  P  la  pression  résultante  du  liquide  sur  la  demi- 
sphère  5  Q  l'angle  de  cette  force  avec  la  verticale. 

Les  trois  forces  S ,  R ,  P  doivent  se  détruire  dans  l'état 
d'équilibre.  Or  les  deux  dernières  passent  par  le  centre 
de  la  sphère  -,  donc  la  force  S  passe  de  même  au  centre  de 
la  sphère.  De  plus,  ces  trois  forces  sont  situées  dans  un 
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même  plan  vertical.  Il  en  résulte  que  les  conditions  d'é- 
([uilibre  se  réduisent  à  celles-ci ,  que  la  somme  des  pro- 
jections horizontales  des  trois  forces  soit  nulle,  ainsi  que 
la  somme  des  projections  verticales.  De  là  les  équations 

S-l-P  sin0  =  Rcosa, 
P  cosO  =  R$ina. 

Mais PcosÔ  est  le  poids  du  liquide  ou  X  T^gpf^'i    P  sinô 

est  la  pression  résultante  sur  le  plan  vertical  ou  t^  gpi^* 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  en  tire 

R  :=  -  TT  g  p  r»  coseca, 
S=|  TT^pr'  ^cota--j. 

Telles  sont  les  valeurs  cherchées. 

La  pression  S  ne  pouvant  être  négative ,  il  s'ensuit  que 
la  plus  grande  valeur  de  l'angle  a  qui  permette  Féquili- 
bre,  est  celle  qui  annule  la  pression  S,  savoir 


2 

:=arc  tane;^' 


W.  W. 


2.  On  verse  lentement  un  liquide  dans  un  vase  cylin- 
drique qui  est  debout  sur  un  plan  incliné.  Le  vase  finira 
par  se  ren\^erser,  s'il  ne  peut  pas  s'échapper  en  glissant 
sur  le  plan.  On  demande  quelle  quantité  de  liquide  il 
faut  introduire  pour  produire  ce  renversement ^  le  poids 
du  vase  et  V épaisseur  de  ses  parois  étant  négligeables. 

Soient  7'  le  rayon  du  cylindre  et  a  la  tangente  de  Tin- 
clinaison  du  plan  sur  l'horizon. 
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Le  volume  du  liquide  qui  produira  la  chute  du  vase  est 

7z  r^  1 3 — . 

a 

3.  Un  vase  hémisphérique^  homogène  y  à  parois  très- 
minces^  dont  le  poids  est  V  et  le  rayon  de  la  surface  r, 
contient  un  poids  de  liquide  égala  Q.  Ce  vase  étant  posé 
sur  le  sommet  d'une  sphère  fixe  de  rayon  r\  de  manière 
que  le  bord  soit  horizontal ,  on  l'incline  tant  soit  peu,  en 
le  faisant  rouler  sur  la  sphère  fixe  d'un  très-petit  angle  ^ 
puis  on  attend  que  le  liquide  soit  revenu  au  repos.  On 
demande  de  trouver  la  condition  à  laquelle  doivent  sa- 
tisfaire les  poids  P,  Q  ef  les  rayons  r,  z*',  pour  que  le 
vase  abandonné  dans  cet  état  tende  à  reprendre  sa 
position  primitive. 

La  condition  demandée  est 

P  2r 


Q  -"  r'  —  r 

W.  W. 
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CHAPITRE  IIL 

ÉQUATIONS    GÉNÉRALES  DE  L'ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES. 


Jusqu'ici  nous  avons  considéré  des  fluides  sollicités  par 
la  seule  force  de  la  pesanteur;  nous  allons  considérer, 
dans  ce  chapitre,  des  fluides  sollicités  par  des  forces  quel- 
conques. 

Soient 

x^  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  élément 
du  fluide; 

p  la  densité  du  fluide  en  ce  point; 

p  la  pression  au  même  point,  rapportée  à  Puni  té  de 
surface  ; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  l'élément  considéré ,  ces  compo- 
santes étant  rapportées  à  Funité  de  masse  et  exprimées  en 
fonction  de  oc  ^  y  ^  z. 

Pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre ,  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  chaque  point  de  sa  masse  on  ait  la  relation 

dp=z^[^dx-hYdx  4-  Zdzy 

L'intégrale  du  second  membre  est  la  valeur  de  la  pression . 

Dans  l'état  d'équilibre ,  la  pression  est  une  fonction  des 
coordonnées,  et,  par  suite,  la  somme  Xrfa:  -h  Y  Jj  ~hZdz 
est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées 
x,  j",  Z)  considérées  comme  variables  indépendantes.  Il 
en  résulte  que,  si  l'on  se  donne  à  volonté  les  composantes 
X,  Y,  Z,  l'équilibre  n'est  pas  toujours  possible  sous  ce  sys- 
tème de  forces.  Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  la  fonc- 
tion X  ^  -f  Y  dy  -hZdz  soit  une  différentielle  exacte. 
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Quand  cette  condition  est  remplie,  l'équation 

dp=:0      ou      X  fl?2r  -f-  Y  rf^-  H-  Zû?Z  =  O 

est  l'équation  différentielle  commune  à  toutes  les  surfaces 
sur  chacune  desquelles  la  pression  est  constante. 

Le  problème  général  de  l'équilibre  des  fluides  excita 
vivement  l'intérêt  des  géomètres  au  temps  de  New^ton , 
parce  qu'il  devait  les  conduire  à  déterminer  la  figure  de 
la  terre  et  des  autres  planètes,  dans  l'hypothèse  où  ces 
corps  auraient  été  primitivement  fluides. 

Huyghens  et  Newton  (*)  ne  connurent  pas  complè- 
tement la  condition  nécessaire  à  l'équilibre  d'une  masse 
fluide.  Le  premier  donna  pour  unique  condition  la  per- 
pendicularité  de  la  force  à  la  surface^  le  second  admit 
pour  principe  l'équilibre  d'une  colonne  fluide  allant  du 
centre  à  la  surface.  Or  ces  deux  conditions  peuvent  être 
satisfaites,  même  simultanément,  sans  qu'il  y  ait  équi- 
libre 5  car,  pour  l'équilibre  de  la  masse  entière,  il  faut 
qu'une  partie  quelconque  du  fluide,  considérée  comme 
un  corps  solide ,  soit  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
qui  la  sollicitent. 

Daniel  Bernoulli  paraît  avoir  donné  le  premier  la  vé- 
ritable condition  d'équilibre.  Il  s'exprime  en  ces  termes 
dans  son  Hydrodynamique ,  publiée  en  1738  (sect.  II, 
théor.  2)  : 

«  In  aqua  stagnante  tubus  utcunque  formatus  fingi  po- 
»  test,  in  quo  ulique  aqua  situm  servabit,  quem  anlca 
»  habuit,  cum  perinde  sit,  sive  aqua  tuboinclusa,  coer- 
»   cealur  lateribus  tubî,  sive  circumstagnante  aqua.  » 

I/équation  générale  rappelée  précédemment  n'est  que 
la  traduction  de  ce  principe.  On  la  doit  à  Clairaut  (*). 


(*)  Principia,  lib.  III,  prop.  19. 

(')  Théorie  de  la  figure  de  la  terre;  i743- 

II.  28 
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SECTION  I. 

FLUIDES    INCOMPRESSIBLES. 

1 .  Déterminer  la  figure  d*  équilibre  d'une  masse Jltade, 
dont  chaque  molécule  est  sollicitée  suii^ant  trois  direc- 
tions rectangulaires,  par  trois  forces  qui  varient  respec- 
tii^ement  comme  les  distances  à  trois  plans  donnés. 

Soient 

ax -^^  by -^^ cz=: d ^     a'x -^^  h'y -^c' z^=iff^ 

a"x-^b"x-J^c"z^d% 

les  équations  des  plans  donnés,  par  rapport  à  des  axes  pa- 
rallèles aux  directions  des  trois  forces. 
On  aura 

ax-hby^cz-^d 

^=^"^f*"    sja^^b^+r' 

a'x'^b'y-^c'z-'d! 

a"x-\-b''r-\'c"z  —  d" 

A ,  X',  X",  (jt,  fji',  fx"  désignant  des  constantes. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  differenlielle 

et  intégrant,  on  aura  l'équation  finie  de  la  surface  exté- 
rieure. On  voit  que  celte  surface  est  une  surface  du  se- 
cond degré. 

2.  Une  sphère  creuse  est  remplie  d'un  fluide  pesant 
et  homogène^  à  l'extrémité  supérieure  du  diamètre 
vertical  est  un  centre  d^ action  qui  attire  chaque  molécule 
proportionnellement  à  sa  distance.  On  suppose  que  la 
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pression  est  nulle  au  sommet  de  la  sphère.  Montrer: 
1°  que  la  pression  exercée  sur  r hémisphère  inférieur  est 
triple  de  la  pression  exercée  sur  r  hémisphère  supérieur; 
2°  que  la  pression  sur  le  vase  serait  nulle,  et  que  la 
sphère  serait  une  figure  naturelle  d'équilibre,  si  l'action 
du  centre  sur  l'unité  de  masse  située  à  l'unité  de  dis^ 
tance  était  égale  au  quotient  du  nombre  g  par  le  rayon 
de  la  sphère;  3°  que,  dans  le  cas  Oii  l'action  du  centre 
sur  V unité  de  masse  située  à  l'unité  de  distance  serait 
une  Hpulsion  égale  au  quotient  dont  on  "vient  de 
parler,  la  pression  sur  le  vase  serait  la  même  que  si  le 
fluide  n'était  sollicité  par  aucune  force  autre  que  la  pe- 
santeur, mais  que  sa  densité  fût  doublée. 

W.  W. 
3.  On  suppose  un  vase  dont  on  connaît  la  forme  et  la 
masse  M ,  qui  (contient  un  volume  donné  V  d^un  liquide 
de  densité  p ,  et  qui  est  assujetti  à  glisser  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  uni.  Ce  vase  est  traîné  par  un 
poids  P  quile  tire  horizontalement  à  F  aide  d'un  fil  sans 
masse  engagé  sur  une  poulie  de  renvoi.  Déterminer  la 
forme  qu'affecte  la  masse  liquide  lorsqu'elle  est  devenue 
immobile  par  rapport  aux  parois  du  vase. 

On  peut  considérer  le  système  comme  absolument  immo- 
bile, pourvu  que  Ton  regarde  chaque  molécule  du  liquide 
comme  sollicitée,  non-seulement  par  la  pesanteur,  mais 
encore  par  une  force  accélératrice  horizontale ,  égale  et 
contraire  à  l'accélération  du  système, 

Si  l'on  rapporte  la  surface  à  des  axes  coordonnés  inva- 
riablement liés  au  vase,  l'axe  des  y  étant  dirigé  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  Taxe  des  x  en  sens  contraire 
du  mouvement ,  on  trouve  que  la  surface  libre  du  liquide 

28. 
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est  un  plan ,  représenté  par  Téqualion 

r  =  ;; — ~  ■+-  const. 

La  constante  se  détermine  par  la  condition  que  lapor-' 
tion  du  vase  occupée  par  le  liquide  ait  un  volume  égal 
à  V. 

Supposons,  comme  exemple,  que  le  vase  soit  un  cy- 
lindre vertical  à  base  quelconque ,  dont  la  section  hori- 
zontale intérieure  ait  une  aire  égale  à  A.  Dans  ce  cas, 
l'origine  étant  prise  au  centre  de  gravité  de  la  base,  Yé- 
quation  de  la  surface  libre  du  liquide  sera 

_  P^  V 

•^""  P-f-gM-f-gpV  "*"  a' 

si  toutefois  le  liquide  couvre  entièrement  le  fond  du  vase. 
D'Alembert,  Traité  des  FluTdes ,  p.  i46. 

SECTION  II. 

FLUIDES    ÉLASTIQUES. 

i .  On  suppose  une  masse  fluide  telle,  que  V accroisse- 
ment de  pression  nécessaire  pour  produire  un  accroisse- 
ment  donné  de  densité  soit  proportionnel  à  la  densité 
elle-même.  Toutes  les  molécules  de  cette  masse  fluide 
s^ attirent  suivant  la  loi  de  la  nature,  et  sont  soumises  à 
l'action  d^une  sphère  solide  et  homogène  qui  les  attire 
suivant  la  même  loi.  Il  existe  és^idemment  un  état  d'équi- 
libre oîi  le  fluide  est  disposé  autour  de  la  sphère  en  cou- 
ches concentriques ,  sur  chacune  desquelles  la  densité 
est  constante .  On  demande  suivant  quelle  Jonction  du 
rayon  varie  la  densité  des  couches  dans  cet  état  d'équi- 
libre. 

Soient  M  la  masse  de  la  sphère  solide,  a  son  rayon, 
fi  Tattraclion  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à 
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Tunité  de  distance,  r  le  rayon  variable  des  couches 
fluides,  et 

dpz=:  k  ^  rfp 

la  relation  qui  lie  raccroissement  de  pression  à  l'accrois- 
sement de  densité. 

Considérons  un  élément  de  la  couche  dont  le  rayon  est  r. 

L'action  des  couches  extérieures  sur  cet  élément  est 
nulle.  L'action  des  couches  intérieures  et  celle  delà  sphère 
solide  sont  dirigées  vers  le  centre-,  la  première  est  égale  à 

pour  l'unité  de  masse*,  et  la  seconde  est  égale  à 

D'après  cela, 

et,  par  conséquent,  on  a  l'équation 

kdp  =  ---^Un   i    pr'dr^Ujdr. 

On  en  déduit,  par  diflerenliation, 
rf'p  dû         /Ltcu. 

Cette  équation  différentielle  s'intègre  aisément  ^  on 
trouve 


,  =  i.„(^4p,^,), 


A  et  B  désignant  des  constantes. 

Telle  est    l'expression  de  la    densité  en  fonction  du 
rayon. 
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Mous  avons  dit  ailleurs  que,  dans  la  théorie  de  la  figure 
de  la  terre,  on  arrive  à  des  résultats  peu  différents  de  la 
réalité,  en  supposant  la  masse  terrestre  formée  tout  en- 
tière d'un  fluide  tel  que  celui  que  nous  considérons  ac- 
tuellement. [Koir  la  Mécanique  céleste^  1.  XI,  §  i  et6). 

2.  Admettons  que  la  tension  de  V atmosphère  terrestre 

soit  proportionnelle  à  la  puissance de  la  densité, 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  rapport  entre  la  hau- 
teur H  de  r atmosphère  terrestre  ainsi  constituée ,  et  la 
hauteur  h  qu  aurait  cette  atmosphère  si  elle  était  homo- 
gène, la  pression  à  la  surface  du  globe  restant  la  même 
dans  les  deux  cas.  • 

La  hauteur  de  l'atmosphère  est  certainement  une  très- 
petite  fraction  du  rayon  de  la  terre;  aussi  nous  pourrons 
supposer  sans  erreur  considérable  que  la  pesanteur  agit 
avec  la  même  intensité  sur  toutes  les  couches  de  l'atmo- 
sphère. 

Soient  a  le  rayon  de  la  terre  supposée  sphérique,  xs  la 
tension  de  l'atmosphère  à  la  surface  du  globe,  r  la  dis- 
tance d'une  couche  quelconque  de  l'atmosphère  au  centre 
de  la  terre,  et 


p  =  A'p 

la  relation  qui  lie  la  tension  à  la  densité. 

La  constante  k  se  détermine  par  une  observation  faite 
à  la  "surface  de  la  terre.  Si  l'on  nomme  p^  la  densité  de  la 
couche  inférieure  de  l'atmosphère,  il  vient 


Dans  l'hypothèse  d'une  atmosphère  homogène,  on  a 
^P  =  — ^P«^''î 
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d'où 


m 

j)       (^- 


a). 


La  valeur  de  r  —  a  qui  répond  à  p  =  o,  est  la  hauteur  h 
de  l'atmosphère  \  par  conséquent , 


A  =  -  (  CT  A:"  ) 


Dans  r  hypothèse  d'une   atmosphère  non  homogène , 


on  a 


dp  —  '-gpdr     et     p=:Kr'"^'- 
d'où  Ton  tire 

m 

(£)-—*  =  -,*, 

(/w-hi)A:  yp  — CT  \z=z^g(r'^a), 

et,  par  conséquent, 

I 

Ainsi ,  le  rapport  cherché  est 
H 

3.  On  suppose  une  masse  fluide^  où  la  densité  estpro» 
porlionnelle  à  la  «**'"*  puissance  de  la  pression,  et  dont 
toutes  les  molécules  sont  attitrés  par  un  centre  fixe  a^^ec 
une  intensité  qui  est  fonction  de  la  distance.  Il  s^ agit 
de  déterminer  la  pression  en  un  point  donné  de  la  masse 
fluide. 
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Soient  f(r)  rattraction  sur  Tunilë  de  masse  à  la  dis- 
tancer, F(r)  une  fonction  dont  la  dérivée  est./ (r),  et 

la  relation  qui  lie  la  densité  à  la  pression. 

Si  n  est  différent  de  Funité,  la  pression;^  à  la  distancer 
est  donnée  par  Téquation 

I  I  —  n 

-^^^;— (^>3)  =const.  —  ^F(r). 

Si  n  est  égal  à  Tunité,  on  a 

—  AF(r)xcon8f. 
Varignov,  Mém.  deVAcad,  des  Se,  de  Paris ,  1716,  p.  108. 

SECTION  III. 

FLUIDES    ANIMÉS    d'uNE    ROTATION-  UNIFORME    AUTOUR 

d'un  axe  fixe. 

On  dit  en  général  qu'un  fluide  est  en  équilibre,  lorsque 
ses  molécules  ne  se  déplacent  pas  les  unes  par  rapport 
aux  autres.  Ainsi,  une  masse  fluide  peut  être  à  la  fois  en 
équilibre  et  animée  d'une  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe  fixe  dans  le  fluide.  Les  conditions  de  cet  équilibre  se- 
ront les  mêmes  que  si  la  masse  était  en  repos  absolu  5  seu- 
lement, aux  forces  X,  Y,  Z  qui  solliciteraient  un  élément 
du  fluide  s'il  était  en  repos,  il  faut  ajouter  la  force  centri- 
fuge qui  est  développée  par  la  rotation.  Si  l'on  nomme  w 
la  vitesse  angulaire  et  r  la  distance  de  l'élélnent  consi- 
déré à  l'axe  de  rotation,  Féquation  générale  de  l'équilibre 
sera 

dp  =  p  (Xr/x  +  "Ydy  -h  Zdz^-Jf  tà^rdr). 
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Cette  équation  a  été  donnée  par  Clairaut  dans  la  Théo- 
rie  de  Ja  figure  de  la  Terre   (  page  loi  de  la  deuxième 

édition). 

1 .  Un  vase  cylindrique  de  révolution  ,  dont  Vaxe  est 
vertical,  contient  un  liquide  homogène ,  sur  lequel  flotte 
un  cylindre  solide  de  réi^olulion,  qui  a  son  axe  en  coïn- 
cidence  ai^ec  celui  du  vase;  tout  le  système  est  animé 
d'une  rotation  uniforme  autour  de  Vaxe  commun  des 
cylindres  f  et  V équilibre  est  établi.  Dans  cet  état,  le 
flotteur  est  moins  éleué  au-dessus  du  fond  du  vase  que 
si  le  système  était  en  repos.  On  demande  d^ exprimer  la 
différence  de  hauteur  due  à  la  rotation ,  en  fonction  de 
la  vitesse  angulaire  w  et  des  rayons  K  et  a  du  vase  et 
du  cylindre  flottant. 

Soient  a:  la  distance  d'une  molécule  fluide  au  fond  du 
vase,  et  /•  la  distance  de  cette  molécule  à  Taxe  de  rota- 
tion. 

On  a 

dp  =  p  (-^  gcLc  +  (ti^rdr)  ; 

d'où 

p  •=  p  (  —  g^x  H —  w^r*  j  4-  const. 

On  voit  que  la  surface  libre  du  liquide,  sur  laquelle  la 
pression  est  nulle,  a  la  forme  d'un  paraboloïde  de  révolu- 

et 

tion,  le  paramètre  de  la  parabole  génératrice  étant  —• 

Soient  P  le  poids  du  liquide  contenu  dans  le  vase, 
Q  le  poids  du  liquide  déplacé  par  le  flotteur,  x^  la  dis- 
tance du  sommet  du  paraboloïde  au  fond  du  vase,  et  7*  la 
distance  de  la  base  immergée  du  flotteur  au  même  plan. 

Si  Ton  se  rappelle  que  le  volume  d'un  paraboloïde  de 
révolution  terminé  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
est  égal  à  la  moitié  du  volume  du  cylindre  circonscrit, 


44^1  MÉGANIQUE   RATIONNELLE. 

on  eiqprime  facilement,  en  fonction  des  éléments  du  pa- 
raboloïde,  le  volume  immergé  du  flotteur  et  le  volume 
du  liquide  augmenté  du  volume  immergé.  On  trouve 


8? 
Eliminant  x,  entre  ces  équations ,  il  vient 

Dans  cette  valeur,  le  terme 

qui  seul  dépend  de  w,  et  s'annule  avec  cette  vitesse,  me- 
sure la  différence  de  hauteur  due  à  1%  rotation. 

W.W. 

2.  On  suppose  une  masse  fluide  y  homogène  et  incom- 
pressible^  animée  d'un  moui^ement  quelconque^  dont  les 
molécules  s^ attirent  les  unes  les  autres  siUi^ant  la  loi  de 
la  nature,  et  sont  libres  de  toute  action  étrangère.  Par 
r  effet  du  frottement  des  molécules^  cette  masse  a  tendu 
à  prendre  une  figure  invariable  et  une  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  fixe.  On  demande  si  cette  figure  d'é- 
quilibre a  pu  être  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
taxe  de  rotation^  quel  quait.été  le  mouvement  primitifs 
et  si  plusieurs  ellipsoïdes  de  révolution  conviennent^ 
comme  figure  finale,  pour  un  mouvement  primitif  donné, 
—  Appliquer  les  formules  obtenues  à  la  détermination 
de  r  aplatissement  de  la  terre,  en  supposant  que  ce  corps 
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ait  été  primitwement  une  masse  fluide,  homogène  et 
incompressible . 

Observons  d'abord  que  la  somme  des  moments  des 
quantités  dç  mouvement  de  la  masse  fluide,  autour  d'un 
axe  de  direction  invariable  mené  par  son  centre  de 
gravité,  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Or,  si  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  coïncide 
avec  Taxe  de  rotation ,  il  est  finalement  l'axe  du  plus 
grand  moment  des  quantités  de  mouvement  ;  donc  il  est 
parallèle  à  Taxe  primitif  du  plus  grand  moment.  Ainsi , 
le  mouvement  primitif  étant  connu,  on  connaît  la  direc- 
tion de  l'axe  de  révolution  de  Fellipsoïde,  et  aussi  k 
somme  S  des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui 
s'y  rapportent. 

Déplus,  la  masse  M  du  fluide  et  sa  densité  p  étant 
connues ,  la  vitesse  «  de  la  rotation  de  l'ellipsoïde  ne  dé- 
pend que  d'une  seule  inconnue,  l'excentricité  de  Tellipse 
méridienne  ou  une  fonction  de  cette  excentricité. 

En  effet,  l'axe  de  rotation  étant  pris  pour  axe  des  x,  soient 


réquation  de  l'ellipsoïde,  et 


B* 


en  sorte  que  l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne  soit 

.  X 

A  OU  ^  suivant 

On  a  les  relations 


A  X 

-  i  ou 1  suivant  que  l'ellipsoïde  est  aplati  ou  allongé. 


M=|7rpA^{i-4-V), 
S  =  |MA-^(H-V)«i 
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croù  l'on  lire 

1  


5S    /47rp\3 

2M  \3MJ    ^   ^     ^ 


Ceci  posé ,  il  faut  chercher  si  Tellipsoïde  de  révolution 
est  bien  une  figure  d'équilibre. 

Soit  fi  rattraciion  de  Funité  de  masse  sur  l'uniié  de 

masse  à  Tunité  de  distance^  et  posons  de  suite,  pour 

abréger, 

«       /        /        ^•^^  —  arctancX 
P=4irf*p(H-V) yï—^' 

^       ,        (i -|-X*)arc  tang^  —  \ 

Q  =  4^(*p^       ^  av    — 

Les  composantes  de  Fattraclion  que  la  masse  ellip- 
soïdale exerce  sur  Tunité  de  masse  située  au  point  \pc^y^  z) 
sont  [page  agg,  form.  (7)] 

d'ailleurs  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sont  res- 
pectivement 

o,     w'j,     w'z; 
donc  on  a 

P 

-/?  =  ~  Pa:'—  (Q  -^  w')  (jrï^-  2»)  4-  const. 

P 

L'équalion  de  la  surface  libre  est 

P  a?'  -h  (Q  —  «»)(/»  -h  2'  )  =  const. 

Pour  que  cette  surface  coïncide  avec  celle  c[ue  nous 
avons  supposée  (1) ,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
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OU  bien ,  en  remplaçant  P,  Q,  o)  par  leurs  valeurs, 


2 


Telle  est  l'équation  que  doit  vérifier  X. 

Chaque  racine  positive  donnera  un  ellipsoïde  de  révo  - 
lution  aplati  qui  conviendra  comme  figure  d'équilibre; 
chaque  racine  imaginaire  de  la  forme  6  ^ —  i ,  0  étant  po- 
sitif et  inférieur  à  l'unité,  donnera  un  ellipsoïde  allongé 
qui  sera  aussi  une  figure  d'équilibre. 

Montrons  d'abord  que,  quel  que  soit  le  moui^ement 
primifif^  la  figure  d'équilibre  ne  peut  être  un  ellipsoïde 
de  réi^olution  allongé. 

Les  puissances  fractionnaires  qui  entrent  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  (2)  doivent  être  prises  avec  le 
même  signe ,  nous  les  prendrons  positivement.  Alors  la 
quantité  connue  qui  forme  le  second  membre  sera  posi- 
tive ;  nous  la  représenterons  par  U. 

Si  nous  faisons 

il  vient 

*       ,        sf^^,      1-4-0 
arc  tang>  r= log > 

et,  par  suite,  l'équation  (2)  se  transforme  en  celle-ci  : 

(i-e')^(3-o')_/,    1  +  9       6e    \ 

Or  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  va- 
leur positive  de  6  inférieure  à  l'unité  ;  car  le  second  membre 
est  négatif,  et,  des  deux  facteurs  qui  composent  le  pre- 
mier membre ,  le  premier  est  évidemment  positif  lorsque  0 
est  compris   entre   zéro  et  l'unité,   le    second    s'annule 


446  MÉGANIQUE    RATIONNELLE. 

pour  9  =  0,  et  devienl  positif  pour  des  valeurs  de  6  com- 
prises entre  zéro  et  l'unité,  puisque  sa  dérivée 

(,  —  0»)  (3  — e')» 

est  positive  pour  des  valeurs  de  6  comprises  entre  ces  li- 
mites. 

Si  maintenant  nous  supposons  Fellipsoïde  aplati ,  nous 
arriverons  à  ce  théorème  :  Pour  un  mouvement  primitif 
donné,  il  est  toujours  un  ellipsoïde  de  rés^olution  aplati 
qui  convoient  comme  figure  d'équilibre ,  et  il  n'en  est 
quun  seul. 

Observons  d'abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion {2)  s'annule  pour  A  =0;  car,  si  l'on  remplace 
arc  lang  ï  par  son  développement 

,      V      y      V 

lequel  est  convergent  pour  des  valeurs  de  A  inférieures  à 
l'unité,  ce  premier  membre  devient 

Le  même  premier  membre  devient  infini  pour  X  =  oo  ; 
car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 


x-')'[(r'-^')'"^"'"^"~^]' 


Ainsi ,  quelle  que  soit  la  valeur  essentiellement  positive 
du  second  membre ,  il  y  a  toujours  une  valeur  positive  de  X 
qui  rend  le  premier  membre  égal  au  second. 

Celte  valeur  de  A  qui  vérifie  l'équation  est  nécessaire- 
ment unique.  Pour  le  démontrer,  11  suffit  de  faire  voir  que 
la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  posi- 
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live  pour  toute  valeur  positive  de  X.  Or,  si  Ton  pose 

^^^  ~    34-2V  "■  ^^  ^^^' 
la  dérivée  dont  il  s'agit  devient 

i(.  +  X')-'[arctangX-f-9^i^V(^)]. 

et  tout  est  évidemment  positif,  sauf  peut-être  le  facteur 
/  (A);  mais  ce  facteur  est  aussi  positif,  car  il  s'annule  pour 
A  =  o ,  et  sa  dérivée 

est  toujours  positive. 

Donc,  en  résumé,  l'équation  (2)  a  toujours  une  racine 
positive  unique,  ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé. 

Maclaurin  a  démontré  le  premier  ce  résultat  impor- 
tant, que  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  convient 
à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation.  (Traité  des 
JluxionSy  liv.  I,  ch.  XIV,  §  64 1.) 

j4ppUquons  ces  formules  à  la  terre.  La  somme  S 
dépend  de  la  forme  de  la  terre,  de  sa  constitution  inté- 
rieure et  de  sa  vitesse  de  rotation  w.  Les  mesures  géo- 
désiques  nous  apprennent  que  la  figure  de  la  terre  est 
sensiblement  celle   d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont 

l'aplatissement  — - —  est  égal  à ,  et  pour  lequel,  par 

conséquent,  on  a 


De  plus ,  sans  connaître  la  constitution  intérieure  de  la 
terre,  tout  nous  porte  à  croire  que  la  densité  va  en  dimi- 
nuant du  centre  à  la  surface.  Si  nous  calculons  S  dans  rhy- 
pothèsc  d'une  densité  constante,  la  valeur  obtenue  sera 


1 
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certainement  U'op  grande-,  il  en  résultera  une  valeur  trop 
grande  pour  la  racine  A  que  nous  trouverons  en  résolvant 
1  équation  (2).  Mais  ceci  a  peu  d'importance;  car,  lors 
même  que  nous  donnerions  à  S  sa  véritable  valeur,  l'équa- 
tion (2)  ne  pourrait  pas  nous  fournir  un  résultat  exact, 
puisque  elle  suppose  la  terre  homogène. 

D'après  la  valeur  observée  de  l'aplatissement  et  les 
expressions  de  S  et  de  M  données  au  commencement  de 
cet  article,  Téquation  (2)  devient 


( 


V  27rppV298; 


Pour  calculer  2  7rfjtp ,  nous  nous  servirons  d'une  propo- 
sition démontrée  précédemment  (page  3o2),  d'après 
laquelle  on  a 

3G 

27rap  = î 

^^        2  r 

/*  désignant  la  distance  du  centre  de  la  terre  au  parallèle 
dont  la  latitude  est  l  =  arc  sîn-p ,  et  G  représentant  l'at- 
traction de  la  terre  sur  un  point  de  ce  parallèle. 

Les  mesures  géodésiques  donnent  pour  l'ellipsoïde 
terrestre 

A  =  6356o8o",     8=6377398'"; 
on  en  tire,  en  négligeant  le  carré  de  l'aplatissement, 

rzzr  v^A^sin^/H-B'cos^/—  b/i  —  -    ^^^'sin^/j 
~  B  —  (B  —  A)sin'/=  6  370  292'". 

L'attraction  G  est  la  somme  algébrique  de  la  pesanteur 
et  de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge.  La 
pesanteur  s'observe  à  l'aide  du  pendule  :  l'unité  de  Ion- 
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gueur  étant  le  mètre,  et  runité  de  temps  la  seconde  de 
temps  solaire  moyen ,  elle  est  représentée  à  une  latitude 
quelconque  par  la  formule 

^=9,80557(1  —  0,002588COS2/). 

La  force  centrifuge  se  calcule^  sa  composante  verticale 
a  pour  valeur 

289,44 
Faisant  /  =  arc  sin  -^,  il  vient 

6  =  9,81968. 

La  vitesse  w  de  la  rotation  de  la  terre  est  égale  à 


86164 

D'après  ces  valeurs,  il  est  facile  de  calculer  le  second 
membre  de  l'équation  (  3  ) . 

Comme  la  valeur  de  X  doit  être  une  petite  fraction ,  on 
peut  développer  le  premier  membre  de  l'équation  (3) 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  X,  et  ne  conserver 
que  les  premiers  termes.  En  s'arrètant  aux  sixièmes  puis- 
sances de  l'inconnue,  on  obtient  l'équation 

V  _  A  V  -l>  ^  X«  =  o ,  008  662  63. 
21  63 

Elle  se  résout  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives. 

Une  première  valeur  est 

l]  =r  0,008662  63; 
une  seconde  valeur  est 

),^^  =  x?  +  A.  x;  —  ^  X'  =  o ,  008  676  90  ; 
II.  29 
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une  troisième  valeur  est 

>J  =  ^î-+.  i-)i;  -  -^>;  =  0,00867695. 

Telle  serait  donc,  dans  notre  hypothèse,  la  valeur  de 
X*  pour  l'ellipse  méridienne  de  la  terre. 

On  en  conclut  la  valeur  de  l'aplatissement, 

B  — A  I  I  ^,       3,^       5   ,^       . 

B  ^,  4.  >î       2  8  16 

=  0,004 3io  44  =  nr 


23i,99 

Cette  valeur  est  un  peu  supérieure  à  celle  que  donnent 

les  mesures  géodésiques, La  plus  grande  densité  de  la 

terre  au  centre  qu'à  la  surface  suffit  pour  rendre  compte 
de  cette  différence. 

Corollaire  I.  —  Terminons  en  calculant  la  pesanteur 
à  la  surface  de  V ellipsoïde , 

Soit  g'  la  pesanteur  au  point  [x^y^  z  )  de  la  surface.  Les 
composantes  de  cette  force  suivant  les  axes  sont 

Nous  avons  donc 


g  =  v/P':c'  4-  (Q  -  ^'y  ir'  +  z') , 

P 
ou  bien ,  d'après  la  relation =  Q  —  w' 

P 


S  =  — :pY,  sl[i  -f-  vy  x^  -h  (/»  -♦-  z'). 

Pour  exprimer  cette  valeur  en  fonction  de  la  latitude  / 
du  point  considéré  sur  la  surface ,  nous  pouvons  supposer 
que  ce  point  soit  situé  dans  le  plan  méridien  des  xj. 
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Alors  réqualion  de  Fellipse  méridienne, 

(i  -h  V)j:'-hr'=B% 


nous  donne 

=r 

X 

B 

sin/ 
par  suite, 

et, 

CCS 

/^7 

PA 

n/7 

+  v 

cos' 

7 

g  = 


v/i  -f-  a' ces'/ 

Développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  X*,  et 
négligeant  i*,  il  vient,  ;;owr  /e  cas  dun  ellipsoïde  très- 
peu  aplati, 

g^=:PA  f  I  —  -Vj  -h  i  FAX' sin'/. 

D'après  cette  formule,  la  pesanteur  varie  pi  opoition- 
nellement  au  sinus  carré  de  la  latitude  {*).  L'observa- 
tion du  pendule  montre  que  ce  résultat  est  applicable  à 
la  terre. 

La  formule  précédente  peut  s'écrire 

g^  =  K(i— .K'cosa/), 

K  et  K'  étant  deux  constantes,  dont  la  première  mesure  la 
pesanteur  à  la  latitude  de  45  degrés ,  et  dont  la  seconde 
est  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant  la  diffé- 
rence entre  la  pesanteur  à  4^  degrés  et  la  pesanteur  à 
Téquateur  par  la  pesanteur  à  45  degrés.  L'observation 
du  pendule  fait  connaître  les  valeurs  de  ces  constantes  pour 
la  terre,  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule  déjà  citée, 

^  =  9 ,  8o557  ( I  —  o, 002588  ces  a  /) . 

Corollaire  II.  — On  peut  encore  observer  que  les  com- 
posantes de  la  pesanteur  au  point  [x^y^  z)  de  la  surface,  di- 


(')  Nous  avons  vu  (page  3oo)  qu'il  en  est  de  même  pour  l'attraction. 

»9- 
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rîgées  suivant  les  ânes  coordonnés,  sont,  a  un  facteur  con-* 
stant  près ,  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  de  x,  jr,  z 
qui,  égalés  à  Tuuité,  représente  rellipsoïde.  11  sVnsuitque 
la  pesanteur  elle-même  est  égale,  sauf  un  facteur  constant , 
à  la  racine  carrée  de  la  sonmie  des  carrés  des  trois  dérivées 
partielles.  Or  cette  racine  est  précisément  l'inverse  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  (or,  y^  z) .  Par  conséquent ,  la  pesanteur  à 
la  surface  de  Veïlipsoîde  est  inversement  proportion- 
nelle à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  point  considéi^.  Cette  remarque 
est  de  M.  Liouville  (Joum.  de  Math.^  t.  VHI,  p.  36o; 
i843). 

Si  Ton  nomme  p  cette  perpendiculaire  ,  on  a 

CODSt. 

d^ailleurs ,  à  l'équateur  /7  =  Betg'  =  B(Q—  o)*);  donc 
la  constante  est  égale  à  B*  (Q  —  cd*),  et,  par  suite, 

B^(Q--^) 
^  P 

3.  Montrer  quun  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  peut 
être  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène , 
dont  les  molécules  s'attirent  suivant  la  loi  de  la  nature, 
et  qui  est  animée  d'une  rotation  uniforme  autour  de  l'un 
des  axes  de  l'ellipsoïde. 

Soient  M,  p,  p,  w  les  mêmes  quantités  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  et  A,  B,  C  les  longueurs  des  demi-axes 
de  Fellipsoïde,  le  premier  étant  Taxe  de  rotation. 

Posons 

--  —   I   -4-   >'  _  —   ,   -L  V2  . 

1^  et  V^  pourront  être  positifs  ou  négatifs;  mais  ,  dans  ce 
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dernier  cas ,  leurs  valeurs  numériques  seront  nécessaire- 
ment inférieures  à  Tunité ,  puisque  -7=  et     _^_    seront 

y  —  I    V  7-  ï 

alors  les  excentricités  de  deux  sections  principales.  L'é- 
quation de  l'ellipsoïde  sera 

(,)  ^7^.^^^.  -- 


Posons  encore  (page  299) 

J.  '-      /*  î  U}dtL 

=  4,r,,p(,  +  V)'(l  +  VV    / ^^îî 

X     (H-V«')»(i  +  V>«')' 

=  4  "HP  (1  +  V)'  (1  +  vr  /    ~ î . 


R=: 


Nous  trouverons,  de  la  même  manière  quau  pro- 
blème précédent,  pour  l'équation  de  l'équilibre  de  la 
masse  fluide, 

^dp=z—  Pa:rfjr  —  (Q— w2)jfl?j  -(R  — w')zr/«, 

et  pour  Téquation  de  la  surface  libre , 

Px'-|-{Q--w')j»-h(R  —  a)»)«'=const. 

Cette  dernière  équation  devant  coïncider  avec  l'équa- 
tion (1) ,  il  en  résulte  les  conditions 

(R-«^)(i4-V»)=P, 
que  l'on  peut  remplacer  par  les  deux  relations  équiva- 
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lentes 

(2)  (Q-R)/.+V)(.+X")  =  P(V'-V), 

(3)  .„.=  Q+R_p(_4.^._i_). 

Admettons  que  Ton  se  donne,  comme  dans  le  problème 
précédent ,  non  la  vitesse  angulaire ,  mais  la  somme  S  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  autour  de  Taxe  de 
rotation. 

Nous  aurons 


M=|,rpA»(n-V)'(n-X")'; 


d'où 


(4) 


u^  du 


"^  M'    V3M/      (n-V-f-i-hV»)'  * 

Remplaçant  P,  Q ,  R,  w'  par  leurs  valeurs ,  les  équa- 
tions (2)  et  (3)  deviennent 

/                                                                />  '                     u}  di 
(.-HX')(,  +  V')(X"-V)    /     — 

1  /•'  u}du 

=  (^"-vo  /    , ,, 

\  Jo      (ï-f-V«')'(i4.V'tt'}' 

5o  S'   M^rpy 

3  pM^  \3M/ 


Cette  équation  (5  )  nous  donnera  une  valeur  réelle  de  S 
p6ur  tout  système  de  valeurs  positives  attribuées  à  X*  et  à 


HYDROSTATIQUE.  4^5 

X'*;  car  l'intégrale  qui  ligure  au  second  membre  aura 
tous  ses  éléments  positifs.  Ainsi ,  pour  démontrer  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue,  il  nous  reste  à  faire  voir 
que  l'équation  (4)  peut  être  satisfaite  par  deux  valeurs 
positives  et  différentes  Tune  de  l'autre  attribuées  res- 
pectivement à  X*  et  à  X'*. 

L'équation  (4)  admet  la  solution  X*  =  i'*,  qui  répond 
à  rellipsoïde  de  révolution  discuté  dans  l'article  précé- 
dent. Supprimant  le  facteur  X'* —  X*,  Téquation  peut  s'é- 
crire 


(6) 


-f-V'w'f 


Cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  va- 
leurs de  X'  et  de  X'*  toutes  deux  positives  5  car,  si  X*  etX'* 
étaient  de  signes  contraires,  le  facteur  (i  —  X*X''a*)  serait 
positif,  et  tous  les  éléments  de  l'intégrale  seraient  positifs. 
La  même  chose  aurait  lieu ,  si  X*  et  X'*  étaient  tous  deux 
négatifs,  car  alors  leurs  valeurs  numériques  seraient 
inférieures, à  l'unité,  en  sorte  que  le  facteur  (i  —  X'X^'tt*) 
resterait  positif  dans  les  limites  de  l'intégration.  Nous 
voyons  par  là  que  Faxe  de  rotation  est  nécessairement 
le  plus  petit  des  trois  axes  principaux ,  si  toutefois  rel- 
lipsoïde est  une  figure  d'équilibre  quand  la  rotation  s'ef- 
fectue autour  de  l'un  des  trois  axes. 

Donnons  à  X*  une  valeur  positive  et  finie,  mais  quel- 
conque. Pour  toute  valeur  de  X'*  positive  et  inférieure  à 

~  >  tous  les  éléments  de  l'intégrale  seront  positifs  et  finis  j 

cette  intégrale  ne  sera  pas  nulle.  Donc  l'équation  ne  peut 

être  satisfaite  à  moins  que  Tune  des  quantités  X',  X'^  ne  soit 

supérieure  à  l'unité.  On  en  conclut  que  dans  la  figure  d'é- 

B    C  — 

quilibre  l'un  des  rapports  ->  -  est  supérieur  à  y/a.  Ainsi, 
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r ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  doit  différer  sensible- 
ment d'une  sphère,  et,  par  suite,  on  ne  peut  pas  admettre 
que  sa  figure  soit  celle  de  la  terre. 

Maintenant,  X*  restant  toujours  positif,  fini,  mais  quel- 
conque, faisons  converger  X"  vers  l'infini.  L'intégrale  de- 
viendra négative  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de 

X'*.  On  s'en  assure  en  développant  le  rapport  ^ 5- 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  X";  car  alors  l'in- 
tégrale devient 

et  sous  cette  forme  on  voit  clairement  que  pour  des  valeurs 
très-grandes  de  X",  tous  les  éléments  dans  lesquels  u  n'est 
pas  très-petit  sont  négatifs.  Il  en  résulte  que  V ellipsoïde  à 
trois  axes  inégaux  peut  être  une  figure  d'équilibre. 

Ce  théorème  remarquable  a  été  annoncé  par  Jacobî , 
en  i834ï  dans  une  lettre  à  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris.  M.  Liouville  (*)  en  a  aussitôt  présenté  une  démons- 
tration qui  a  été  publiée  dans  le  XXIII*  cahier  àvL  Jour- 
nal de  V École  Polytechnique, 

Plus  tard,  M.  Meyer,  de  Kœnigsberg  (*),  a  tiré  plu- 
sieurs résultats  intéressants  de  la  discussion  attentive  des 
formules.  Ainsi,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  l'on 
augmente  indéfiniment  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  en  même  temps  que  Ton  diminue  in- 


(*)  M.  Liouville  a  écrit  sur  le  inôme  sujet  deux  autres  Mémoires,  qui 
OBtété  publiés  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  18^6 
et  pour  i855.  Le  dernier  e^t  relatif  à  la  stabilité  de  l'équilibre  de  la  masse 
fluide.  Ces  deux  Mémoires  ont  été  reproduits  dans  le  Journal  de  Maihé-^ 
manques,  t.  XVI  et  t.  XX. 

(')  Journal  de  M.  CrcUc,  t.  XXIV,  p.  i',;  1842. 
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défiuiment  la  vitesse  de  rotation ,  rellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  de  Jacobi  devient  une  aiguille  très-allongée  5 
tandis  que,  dans  la  même  hypothèse ,  rellipsoïde  de  révo- 
lution de  Maclaurin  devient  un  disque  très-étendu^  dans 
les  deux  figures ,  l'axe  de  rotation  est  le  plus  petit  des 
trois  axes  principaux.  Comme  la  rotation  est  nulle  à  la 
limite ,  il  s'ensuit  que  la  sphère  nest  pas  la  seule  figure 
(V équilibre  d'une  masse  fiuide  en  repos.  Le  même  géo- 
mètre a  démontré  que ,  pour  un  mouvement  donné ,  il 
n'est  jamais  plusieurs  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux  qui 
soient  figures  d'équilibre;  et  même,  si  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  devient  inférieure  à  une 
certaine  limite,  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  cesse  de 
convenir  comme  figure  d'équilibre.  L'ellipsoïde  qui  était 
possible  au  delà  de  la  limite  est  venu  se  confondre  avec 
l'ellipsoïde  de  Maclaurin,  quand  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  a  diminué  jusqu'à  la  limite 
qu'elle  ne  peut  dépasser. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  aisément  des  formules 
auxquelles  nous  sommes  parvenus.  En  effet,  si  l'on  se 
rappelle  que  X*  et  X'^  sont  nécessairement  positifs  et  que 
l'une  de  ces  quantités  est  supérieure  à  l'unité ,  on  voit  de 
suite  que  le  second  membre  de  l'équation  (5)  admet  un 
minimum  relativement  aux  variables  X'  et  X'*,  lesquelles 
sont  assujetties  à  vérifier  la  relation  (6).  En  outre,  ce 
minimum  répond  à  des  valeurs  égales  des  deux  variables; 
car  la  relation  (6)  et  la  fonction  qu'il  s'agit  de  rendre  un 
minimum  ne  sont  point  altérées  par  la  permutation  des 
lettres  X*  et  X".  Ces  valeurs  communes  sont  les  racines 
supérieures  à  l'unité  de  l'équation  que  l'on  obtient  en  po- 
sant X'*=  X'  dans  la  relation  (6). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

A  (3  -+-  i3a')  —  (3  4-  i4'''H-  3).') arc  tangA  z=z  o. 
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Elle  n'adfnel  qu'une  seule  racine  supérieure  à  l'unité, 
savoir^ 

).  =1,3946. 

Il  s'ensuit  que  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  devient 
un  ellipsoïde  de  révolution ,  où  l'excentricité  de  l'el- 
lipse méridienne  est  0,8126,  à  l'instant  où  la  quantité 

j_ 

"lvf3  (  ^M  )    ^*^^®^^^  ^^  croissant  la  valeur  0,0922^  au  delà 

l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  est  impossible. 

Terminons  en  observant  que  sur  l'ellipsoïde  à  trois  axes 
illégaux  comme  sur  Tellipsoïde  de  révolution  (page  452), 
la  pesanteur  est  inversement  proportionnelle  à  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  langent  à  la  sur- 
face au  point  considéré.  La  démonstration  est  la  même 
pour  les  deux  cas. 

4.  Un  tube  coudé  à  angle  droit  contient  une  colonne 
liquide  qui  ne  peut  se  diviser.  Une  des  branches  étant 
horizontale  et  F  autre  verticale ,  on  fait  tourner  le  tube 
av^ec  une .  vitesse  constante  autour  d'un  axe  vertical 
qui  passe  à  V  extrémité  de  la  branche  horizontale  y  et  Vé- 
quilibre  s  établit.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  la 
vitesse  angulaire  o) ,  la  hauteur  h  de  la  colonne  verti- 
cale, la  longueur  l  de  la  colonne  horizontale  et  la 
longueur  a  de  la  branche  horizontale  du  tube. 

On  trouve 

//  =   w', 

DucaEST  ,  Essais  sur  les  Machines  hydrauliques ,  p.  229;  1777. 

5.  Une  demi-sphère  creuse  et  homogène,  renversée  sur 
un  plan  horizontal,  est  exactement  remplie  d*un  liquide 
homogène^  de  densité  connue  p.  Tout  le  système  tourne 
autour  de  l'axe  de  la  demi-sphère  ayec  une  vitesse  an- 
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gulaire  constante  et  donnée  w.  Déterminer  le  plus  petit 
poids  que  puisse  as^oir  le  vase,  sans  que  le  liquide  s'é- 
cliappe  en  le  soulevant. 

Nommant  a  le  rayon  intérieur  de  la  demî-sphère ,  on 
trouve  que  le  poids  doit  être  au  moins  égal  à 

W.  W. 

•6.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical ,  exactement  rem- 
pli d'un  liquide  homogène  de  densité  connue  p ,  est  fermé 
par  un  disque  homogène^  égala  la  base  de  la  sur/ace  in- 
terne, et  mobile  autour  d'une  charnière  fixée  à  la  paroi. 
Le  système  tourne  autour  de  l'axe  du  vase  ai^ec  une 
vitesse  angulaire  constante  et  donnée  «.  Déterminer  le 
plus  petit  poids  que  puisse  a^^oir  le  coui^ercle,  sans  que 
le  liquide  s'échappe  en  le  soulevant. 

Nommant  a  le  rayon  inlérieur  du  cylindre,  on  trouve 
que  le  poids  du  disque  doit  être  au  moins  égal  à 


•j  ftp  w'  fl". 

4 


w.  w. 


7.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical ^  contenant  une 
quantité  de  liquide  dont  le  poids  joint  à  celui  du  vase 
est  égal  à  Q,  est  lié  à  un  poids  mobile  P  par  Vintermé- 
diaire  dCun  cordon  sans  masse  qui  passe  sur  une  poulie 
fixe.  Le  système  monte  ou  descend  sous  faction  de  la 
pesanteur,  pendant  que  le  vase  tourne  autour  de  son 
axe  ai^ec  une  vitesse  angulaire  constante  o).  On  sup- 
pose  le  liquide  parvenu  à  Vétat  d'équilibre  dans  lequel 
sa  figure  est  insfaiixible,  et  Von  demande  de  déterminer 
la  forme  de  la  surface  libre. 

Celte  surface  csl  uu  paraboloïde  de  révolution  autour  de 
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l'axe  du  vase  ^  le  paramètre  de  la  parabole  génératrice  est 

P4-Q  w' 

W.  W. 

8.  Un  vase  de  dimensions  connues ,  qui  a  la  forme 
d*un  cône  droit,  ouvert  par  sa  base,  tourne  avec  une  vi- 
tesse  angulaire  constante  co  autour  de  son  ajce  qui  est 
vertical.  On  demande  quel  est  If*  volume  du  liquide  quil 
peut  contenir  dans  cet  état  de  rotation  ^  et  quelle  est  la 
plus  petite  vitesse  de  rotation  qui  ne  permette  à  aucune 
molécule  dujluide  de  rester  dans  le  vase. 

Soient  h  la  hauteur  du  cône  et  a  le  rayon  de  la  base. 

Pour  une  vitesse  de  rotation  quelconque  &> ,  le  volume 
du  liquide  contenu  dans  le  vase  est  au  plus  égal  au  vo- 
lume qui  remplirait  le  vase,  diminué  de  —^ 

La  plus  petite  vitesse  o)  qui  chasse  nécessairement  tout 
le  liquide  hors  du  vase ,  est 

v/3    «  *  W.  W. 

9.  Une  sphère  creuse  y  exactement  remplie  d'un  li- 
quide ^  et  percée  cjHun  petit  orifice  à  son  extrémité  infé- 
rieure, tourne  uniforméfnent  autour  de  son  diamètre 
vertical.  On  demande  quelle  est  la  vitesse  de  rotation 
nécessaire  pour  empêcher  le  liquide  de  s^ écouler  tout  en- 
tier par  V  orifice. 

Si  Ton  nomme  a  le  rayon  de  la  sphère ,  on  trouve  que 
la  vitesse  angulaire  cherchée  est  égal  au  rapport  —i* 

W.  W. 

10.  Un  cylindre  de  révolution  qui  contient  une  masse 
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d'air  connue ^  tourne  uniformément  autour  de  son  axe 
ai^ec  le  fluide  qu  il  renferme.  Déterminer  la  densité  de 
l'air  en  un  point  donnée  et  la  pression  totale  exercée 
sur  la  surface  latérale  du  cylindre ,  en  négligeant  Vac- 
tion  de  la  pesanteur  sur  le  fluide. 

Soient  M  la  masse  du  fluide ,  h  le  rapport  constant  de 
la  pression  à  la  densité,  a  le  rayon  intérieur  du  cylindre, 
h  la  hauteur  du  cylindre  et  &>  la  vitesse  de  rotation. 

La  densité  du  fluide  à  une  distance  de  l'axe  égale  à  r 
est 


et ,  par  suite ,  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface 
courbe  est 
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HYDRODYNAMIQUE. 


CHAPITRE    PREMIER. 

MOUVEMENT    PERMANENT    DES    FLUIDES. 


On  dit  que  le  mouvement  d'un  fluide  e^i  permanent ^ 
lorsque  la  pression  reste  constamment  la  même  en  tout 
point  fixe  de  l'espace  occupé  par  la  masse  fluide,  el  qu'en 
outre  les  molécules  qui  passent  successivement  à  ce  point 
ont  toutes  la  même  vitesse  et  la  même  direction. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    PERMANENT    DES    LIQUIDES    ET    DES    GAZ 
SANS    FROTTEMENT. 

Considérons  un  point  fixe  de  l'espace  occupé  par  la 
masse  fluide  en  mouvement. 

Soient 

x^j^  z  les  coordonnées  de  ce  point-, 

p  la  pression  rapportée  à  Puni  té  de  surface  au  même 
point  -, 

p  la  densité  du  fluide; 

r  sa  vitesse  ^ 

X,  Y,  Zles  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  extérieure  qui  sollicite  les  molécules  du 
fluide  à  l'instant  où  elles  passent  au  point  considéré. 
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On  a  r équation 

(A)  dpzzi^  (xdx-hYdy-hZdz-^  l"^'"")' 

d'où  l'on  voit  que  le  mouvement  permanent  serait  impos- 
sible, si  lLdx-\-Ydjr-+-Zdznéiah  pas  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  x,y,  z\  considérées 
comme  variables  indépendantes. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  fluide  sollicité  par  la  seule 
force  de  la  pesanteur,  dont  toutes  les  molécules  traver- 
sent successivement  deux  plans  horizontaux,  dans  des  di- 
rections normales  et  avec  une  même  vitesse.  Si  l'on 
nomme  (ù  Taire  de  la  section  faite  dans  la  masse  fluide  par 
l'un  des  deux  plans ,  u  la  vitesse  et  p  la  densité  corres- 
pondantes, coo ,  ^0  et  po  les  qiiantités  analogues  pour  la 
section  faîte  par  le  second  plan,  on  aura  l'équation 

qui,  jointe  à  la  formule  (A)  et  à  la  relation  qui  lie  entre 
elles  la  densité  et  la  pression,  suiEra  pour  déterminer 
toutes  les  circonstances  de  Técoulement  à  travers  une 
section,  lorsque  l'état  du  fluide  sur  l'autre  section  sera 
connu. 

S'il  s'agit  d'un  liquide  y  nommant/?  et  ;?o  les  pres- 
sions correspondantes  aux  deux  sections,  etz  la  distance 
de  la  section  w  au-dessous  du  plan  de  l'autre  section,  on 
aura 


La  quantité  z  -h  — — -  se  nomme  la  charge  sous  la- 
quelle a  lieu  l'écoulement. 
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Cette  formule  peut,  sans  erreur  notable,  s'appliquer  au 
cas  où  les  sections  co  et  co^  ne  sont  pas  horizontales,  pourvu 
que  dans  chacune  d'elles  les  différences  de  niveau  entré 
les  différents  points  soient  toutes  très-petites^  car  alors  il 
n'y  a  pas  grande  erreur  à  supposer  que  la  pression  et  la 
vitesse  soient  les  mêmes  en  tout  point  de  chaque  section. 

Quand  la  section  ot)o  est  horizontale  et  beaucoup  plus 
grande  que  la   section  w,   on  peut  négliger  le  rapport 

— -,  alors  la  formule  exprime  le  théorème  de  Torricelli  : 


6)9 


*  Lorsqu'un  liquide ,  maintenu  dans  un  vase  à  un  ni- 
i^eau  constant,  s'écoule  par  un  petit  orifice  dans  un  mi- 
lieu oii  la  pression  est  la  rhèmé  quà  la  surface  de  ni- 
veau, la  vitesse  du  liquide  à  sa  sortie  est  égale  à  celle 
qui  serait  due  à  la  hauteur  du  niveau. 

Ce  théorème  se  vérifie  facilement  par  Texpérience,  En 
effets  supposons  qu  on  ait  placé  sur  un  plan  horizontal  un 
vase  prismatique,  où  le  liquide  soit  maintenu  à  un  niveau 
constant,  tandis  qu'il  s'échappe  par  un  petit  orifice  percé 
dans  Tune  des  faces  verticales.  Soient  z  la  hauteur  du  ni- 
veau au-dessus  de  l'orifice,^!  la  hauteur  de  l'orifice  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  et  a  a  la  distance  de  la  face  du 
prisme  au  point  où  la  veine  tombe  sur  le  plan  horizontal 
quand  le  mouvement  permanent  est  établi. 

Si  le  théorème  de  Torricelli  est  applicable,  le  carré 
construit  sur  la  ligne  a  doit  être  égal  au  rectangle  con- 
struit sur  les  lignes  z  ta  z^.  Car  chaque  molécule  de  la 
veine  liquide  peut  être  considérée  comme  un  projectile , 
lancé  de  l'orifice  dans  une  direction  horizontale  avec  la 
vitesse  v^ 2 g^z.  Par  suite,  en  négligeant  la  résistance  de 
Pair,  qui  a  peu  d'influence  dans  un  petit  parcours,  la  mo- 

lécule  liquide  emploie  le  temps pour  parcourir  la 

II.  3o 
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distance  horizontale  sa,  et  le  temps  i/ — !^  pour  parcou- 
rir la  distance  verticale  ^,  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur. 
Egalant  ces  deux  temps,  il  vient 

On  trouve  que  cette  relation  se  vérifie  quand  Torifice 
est  percé  en  mince  paroi,  c'est-à-dire  ,  quand  l'épaisseur 
de  la  paroi  est  moindre  que  la  moitié  de  la  plus  petite  di- 
mension de  l'ouverture.  Si,  pour  des  parois  plus  épaisses, 
on  avait  a^  =  ^z  —  e)  z^ ,  la  vitesse  de  sortie  serait  égale 
à  ^2g(z  —  g),  et,  par  suite,  la  perte  de  force  vive  ini- 
tiale par  unité  de  poids  de  liquide  écoulé  serait  égale  à  2e. 

Dans  le  cas  d'un  orifice  percé  en  mince  paroi,  le 
volume  V  du  liquide  écoulé  pendant  le  temps  t  serait 
(ù  \2gz  /,  si  l'on  pouvait  supposer,  comme  nous  l'avons 
fait ,  que  la  vitesse  des  molécules  est  exactement  per- 
pendiculaire au  plan  de  Torifice.  Mais  on  c(mçoit  que  les 
molécules  liquides,  se  rendant  à  l'orifice  de  tous  les  points 
du  vase,  y  arrivent  en  général  avec  une  direction  inclinée, 
en  décrivant  une  ligne  courbe  \  de  là  naissent  des  forces 
centrifuges  qui  augmentent  la  pression  à  l'orifice  de  dehors 
en  dedans  et ,  par  suite,  diminuent  la  quantité  de  liquide 
qui  s'écoule.  En  effet ,  on  reconnaît  que  le  volume  du  li- 
quide écoulé  pendant  le  temps  t  n'est  qu'une  fraction  de 
la  quantité  tù^igz  f,  égale  sensiblement  à  0,6a,  tant  que 
le  diamètre  de  l'ouverture  n'excède  pas  10  millimètres. 
D'un  autre  côté ,  on  observe  que  la  veine  liquide  se  con- 
tracte à  une  petite  distance  de  Torifice,  égale  à  peu  près 
au  diamètre  de  l'ouverture,  et  conserve  au  delà  une 
section  constante,  dont  l'aire  est  à  peu  près  les  0,64  de 
Taire  de  l'ouverture.  .D'après  cela,  on  peut  substituer 
l'aire  de  la  section  contractée  à  celle  de  l'orifice  dans  la 
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formule  \  =^(m>  ^2 gzt-^  ou  bien  conserver  l'aire  de  Fori- 
fice,  et  multiplier  le  volume  du  liquide  calculé  dans  cette 
hypothèse  par  le  coefficient  o,6a  :  dans  les  deux  cas  on 
arrivera  à  des  résultats  sensiblement  conformes  à  ceux  de 
r  expérience. 

Torricelli  énonça  la  loi  de  l'écoulement  des  liquides  à  la 
fin  de  son  Traité  De  motu  gra^ium  naturaliler  accélé- 
râtes publié  en  i643  ;  elle  n'était  pour  lui  qti'un  résultat 
de  Tobservation.  Newton  j  dans  ses  Principes  (liv.  II, 
pr.  36),  et  Varîgnon,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  fjoZ  (p.  238),  s'ef- 
forcèrent de  tirer  cette  loi  des  principes  admis  en  méca- 
nique^ mais  leurs  raisontiements  ne  furent  point  à  Tâbri 
d' objections  graves. 

Toutefois,  les  recherches  de  Newton  ne  furent  point 
infructueuses-,  elles  Tamenèreïit  à  découvrir  le  phéno- 
mène de  la  contraction  de  là  veine.  Ses  observations  à  ce 
sujet  Itti  fournirent  une  valeur  du  coefficient  de  con- 
traction ,  peu  diflërente  de  celle  qu'on  adopte  aujourd'hui. 

Ce  fut  Daniel  Bernoulli  qui  le  premier  démontra  le 
théorème  de  Torricelli  d'une  manière  tout  à  fdit  satisfai- 
sante ;  et  même  il  établit  la  formule  citée  précédemment, 
qui  est  plus  générale.  Sa  démonstration  n'est  qu'une 
simple  application  du  principe  des  forces  vives.  Elle 
parut  d'abord  dans  les  Commentaires  de  SainUPéters^ 
bourg  y  en  1727  (p.  ui),  et  fut  développée  pluâ  lard 
dans  V Hydrodynamique  du  même  auteur. 

Considérons  maintenant  ua  fluide  élastique. 

Posant /E7  =  /r  p,  et  conservant  d'ailleurs  la  même  nota- 
tion, on  arrive  à  la  formule 


2  fi'z  -H  2  /•  loi;  ^ 
P 


W  /^o' 


3o. 
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Lorsque  la  dis  lance  z  des  deux  sections  n'est  pas  très- 
considérable,  on  peut  négliger  le  terme  2 gf>z,  à  cause  de 

la  petitesse  du  rapport  j* 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  les  sections  ne  sont 
point  horizontales,  pourvu  que  leurs  dimensions  verti- 
cales ne  soient  pas  considérables. 

Si  de  plus  le  rapport—  est  très-petit,  la  formule  peut 

se  réduire  à  celle-ci  : 


■^sl- 


a/log^. 


1 .  On  suppose  un  vase  dont  la  surface  intérieure  est 
uri  demi-ellipsoïde  ouvert  suiyant  un  plan  principal. 
L* ouverture  est  horizontale^  et  la  concavité  tournée  vers 
le  haut.  On  demande  de  couper  le  vase  par  un  second 
plan  horizontal^  de  manière  qu'en  maintenant  le  vase 
toujours  rempli  d'un  liquide^  la  vitesse  du  liquidée  qui 
s'écoule  par  Touverture  inférieure  soit  un  minimum.  On 
demande  encore  de  déterminer  le  plan  sécant  par  la 
condition  que  le  volume  du  liquide  qui  s^écoule  dans  un 
temps  donné  soit  un  maximum. 

Soient  a,  &,  c  les  demi-axes  de  rellipsoïde,  le  dernier 
de  ces  axes  étant  vertical ,  et  jc  la  distance  du  plan  sécant 
au  niveau  constant  du  liquide. 

Là  vitesse  du  liquide,  à  sa  sortie  par  l'ouverture  infé- 
rieure, est 


/ 


2gg 


-(-^y 


Cette   vitesse    sera  un   minimum  quand   le   binôme 
c*«  —  z^  sera  un  maximum,  c'est-à-dire  quand  on  aura 


.  =  ey/î. 
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Le   volume  du  liquide  qui  s'écoule   dans  Tunité  de 
temps  est 


-^-y-^' 


Ce  volume  sera  un  maximum  en  même  temps  que  la 
fraction 

c'c8t-à-dire  quand  on  aura 

2  / 

MosELKY*s   Hydroftatics  y  p.  i65  et  166. 

2.  Déterminer  le  volume  du  liquide  qui  s^ écoule  dant 
un  temps  donné,  par  une  oui^erture  circulaire  de  dimen- 
sions finies,  pratiquée  dans  la  paroi  verticale  d^ un  vase 
où  le  niueau  est  maintenu  constamment  à  la  même  hau-- 
teur. 

Soient  r  le  rayon  de  Touverlure  circulaire,  nr  la  dis- 
tapce  du  centre  de  ce  cercle  au  niveau  du  liquide ,  et  0 
Fangle  (i'un  rayqn  quelconque  avec  la  verticale  qui  est 
dirigée  de  bas  en  haut. 

Décomposons  l'aire  de  l'ouverture  en  tranches  horizon- 
tales infiniment  minces.  L'aire  d'une  tranche  sera 

2  rsinôX—  d.rcosQ  =  ar'sin'Ô^Ô, 

et  sa  distance  au  niveau , 

nr —  r  cosô. 

Le  volume  de  liquide  qui  s'écoule  pendant  \ç  teiups  t, 
à  travers  l'une  de  ces  tranches,  est 

t  ^2  g  {nr  —  r cosB)  2  r'sin'9r/9; 
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et,    par  saite,  le  Tolame  V    du    liquide   qui    s'écoule 
daus  le  même  temps  par  Fouverture  entière  est  égal  à 

Or,  d'une  part , 


( 


^  rosOy I  cosO 


I  cos'O       1 .  1 .3  cos'Ô 


/  12/1  1.2   2' /f'  1.2.3  2*/?' 

.1.3.5  cos^e 


1.2.3.4  **  "* 
d'autre  part. 


'      sin'Ocos'0£/0= I      cos'Ôc?G 

0  '-H2J 

1.3.5   .     [i^î) 


=  \   2.4.6.. 


2 


9  SI  /  est  pair  ; 


0,  si  f  est  impair. 
Donc 

/  f   I      I         1 .3.5  3  I     I 

, /      '""24  2»«»~2.3.44  6  2*^ 

\  __  1.3.5.7.9  3.5  I      I 
\      2.3.4.5.6  4T6  8  2*^ 

Dans  le  cas  particulier  où  le  niveau  du  liquide  affleure 
le  sommet  de  l'orifice,  l'intégration  peut  s'effectuer  en 
quantités  finies,  et  l'on  trouve 

B0SSUT9  Traité  d'Hydrodynamiquey  t.  I,  p.  266. 
3.  Démontrer  que  les  paraboles  décrites  par  les  filets 
liquides  qui  s" échappent  à  travers  de  petits  orifices,  prati- 
qués dans  la  paroi  d'un  cylindre  ^vertical  oii  le  liquide 
est  maintenu  à  un  nii^eau  constant^  sont  toutes  tangentes 
à  un  même  cône ,  dont  les  génératrices  font  a^^ec  la  ver- 
ticale un  angle  de  4^  degrés,  W,  W. 
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A.  Trois  vases  A,  B,  C,  à  larges  sections,  ouverts  à 
leur  paitie  supérieure  y  sont  placés  F  un  à  côté  de  Vautre. 
Le  vase  A  communique  av^ec  le  vase  B  par  un  petit  ori- 
fice dont  Faire  est  o)  ;  le  vase  B  communique  as^ec  le  vase 
C  par  un  petit  orifice  dont  Faire  est  &>'  5  enfin  le  vase  C 
communique  a^ec  l'extérieur  par  un  petit  orifice  dont 
l'aire  est  co".  Ces  trois  orifices  sont  situés  dans  un  même 
plan  horizontal.  L'arrivée  continuelle  d'une  veine  li- 
quide dans  le  vase  Ky  maintient  le  ni^^eau  du. liquide  à 
une  hauteur  constante,  h,  au-dessus  du  plan  des  trois  ori- 
fices; et  l'on  suppose  que  le  mouvement  permanent  soit 
établi.  Il  s'agit  de  déterminer  le  volume  du  liquide  qui 
trai^erse  l'un  quelconque  des  trois  orifices  pendant  l'u- 
nité de  temps. 

Le  volume  cherché  est 


é 


igh 


I         I 

7^' 


BossuT,  ibi(i.,p.  269. 

5.  Trouv^er  la  quantité  d'eau  qui  s'écoule  dans  F  unité 
de  temps  à  tras^ers  une  oui^erture  rectan gidaire ,  dont 
deux  côtés  sont  verticaux  y  et  qui  est  pratiquée  dans  la 
paroi  d'un  vase  oit  le  ni\'eau  est  maintenu  constamment  à 
la  même  hauteur. 

Soient  a  la  largeur  de  rouverlure,  h  et  H  les  distances 
du  bord  supérieur  et  du  bord  inférieur  au  niveau  du  li- 
quide. 

Le  volume  cherché  est 


:«v^(//'  -ir\ 


2 

3' 

BossuT,  ibid.^  p.  261. 

6.   Un  vase  quia  la  forme  d'un  paraboloïde  de  réuo» 
lution,  ouvert  suivant  deux  sections  horizontales  per^ 
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pendicidaires  à  l'axe,  laisse  échapper  le  liquide  qiill 
contient^  tandis  qitune  égale  quantité  de  liquide  arrive 
à  V ouverture  supérieure  ^  et  maintient  le  vase  constam- 
ment  rempli.  On  admet  que  le  mouvement  soit  permar 
nent;  et  Von  propose  de  trouver  la  relation  qui  existe 
entre  le  volume  du  liquide  qui  s* écoule  dans  V unité  de 
temps  et  les  distances  du  sommet  du  paraholoïde  aux 
plans  des  deux  ouvertures. 

Si  l'on  nomme  p  le  paramètre  die  la  parabole  méri- 
dienne, X  et  x'  les  distances  du  sommet  du  paraboloïde  à 
l'ouverture  supérieure  et  à  l'ouverture  inférieure,  et  V 
le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  l'unité  de  temps, 
on  trouve  la  relation 

MqseIjB.y 's  Hydrosta tics,  p.  i65. 


*  SECTION  IL 

J^OUVEMENT    PERMANENT    DES  LIQUIDES    AVEC    FROTTEMENT. 

\ .  EJfet  d'un  élar- 
gissement brusque 
de  section  dans  une 
conduite  d'eau.  — 
Ejffet  d'un  coude. 
—  Considérons  un 
liquide  arrivant 
par  l'orifice  AB 
dans  une  conduite 
CDB'A'  d'un  plus 
grand  diamètre. 
Nous  supposerons 
que  les  sections  AB, 
A'Bf  sont  assez  petites,  ou  du  moins,  que  la  charge  sous 
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laqlielle  le  liquide  s'écoule  est  assez  grande  relativement 
à  l'aire  des  sections,  pour  qu'on  puisse  considérer  comme 
égales  les  vitesses  correspondantes  à  tous  les  points  d'une 
même  section,  lors  même  que  son  plan  ne  serait  pas  ho- 
rizontal. Nous  admettrons  encore  que  le  liquide  traverse 
perpendiculairement  les  deux  plans  AB,  A'B'5  et  nous 
ne  tiendrons  point  compte  ici  du  frottement  qui  s'exerce 
contre  les  parois. 

Soient 
.  |p  la  densité  du  liquide  ; 

(ù  Taire  de  la  section  AB; 

p  la  vitesse  et  p  la  pression  moyenne  (  ^  )  sur  la  même 
sçction  j 

eo',  j^'  et  ;?'  les  quantités  analogues  pour  la  section 
A'B'; 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'aire  w'  au-des- 
sous du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  Faire  o)  ; 

AB  ba  la  colonne  liquide  qui  traverse  l'ouverture  AB 
pendant  le  temps  très-court  dt  ; 

A'B'i'a'  la  colonne  liquide  qui  traverse  la  section 
A'B'  dans  le  même  temps. 

La  loi  de  l'écoulement  nous  sera  donnée  par  l'équation 
des  forces  vives ,  jointe  à  la  relation 

(i)  wp  =  &)'(/. 

L'accroissement  de  force  vive  que  reçoit  pendant  l'in- 
stant dt  la  masse  liquide  qui  au  commencement  de  cet  in- 
stant occupait  l'espace  CDB'  A',  se  compose  delà  force  vive 
que  possède  le  liquide  A'B'  b' a^  à  la  fin  de  l'instant  dt^ 
savoir  ptù^ vf^dt.i^'^^  moins  la  force  vive  que  possédait  le 

(•)  Voir  p.  383. 
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liquide  AB  ba  au  commencement  de  TinsUnl  r//,  savoir 
pci>^'//f.M*,  plus  la  différence  entre  la  force  vive  du 
liquide  qui  occupe  Tespace  CA^iiBDB'A'  à  la  fin  de 
riu9tant  dt^  et  la  force  vive  du  liquide  qui  occupait  le 
même  espace  au  commencement  de  Tinstant  dt*^  or  cette 
différence  est  nulle  en  vertu  de  la  permanence  du  mou- 
vement. Ainsi,  l'accroissement  total  de  force  vive  pendant 
Tinstant  dt  est 

Les  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  même  masse 
liquide  pendant  l'instant  dt  sont  : 

1°.  Le  travail  de  la  pression  p,  savoir  (ùp,udt*^ 

2^.  Le  travail  résistant  de  la  pression  p',  savoir 
—  tù' p' ,{f' dt    ou  —  tùp' .udt*^ 

3**.  Le  travail  de  la  pesanteur.  Ce  travail  est  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en 
multipliant  le  poids  de  chaque  molécule  de  la  masse  li- 
quide CDB' A'  par  la  hauteur  de  cette  molécule  au-dessus 
d'un  plan  horizontal,  et  la  somme  semblable  relative  à  la 
masse  liquide  CA  ah  BD  b*  a'  et  au  même  plan  horizontal. 
Or  cette  différence  est  évidemment  égale  au  produit  du 
poids  de  la  masse  liquide  KRha  par  la  hauteur  de  son 
centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal ,  moins  le 
produit  du  poids  de  la  masse  liquide  A'  B'  A'  a'  par  la  hau- 
teur de  son  centre  de  gravité  au-dessus  du  même  plan 
horizontal.  Ces  deux  masses  liquides  étant  des  tranches 
infiniment  minces  et  de  même  poids ,  le  travail  dont  il 
s'agit  est 

gptùvdt.z, 

4^.  Le  travail  résistant  des  réactions  mutuelles  qui  se 
produisent  entre  les  molécules  liquides.  Dans  l'ignorance 
où  nous  sommes  relativement  à  la  loi  des  actions  molé- 
culaires ,  il  nous  est  nécessaire ,  pour  calculer  ce  travail , 
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d'introduire  quelque  hypothèse  en  harmonie  avec  les  ré- 
sultats de  Texpérience.  Admettons  d'abord  que  les  mo- 
lécules liquides  puissent  être  assimilées  à  de  petites  billes 
dépourvues  d'élasticité,  qui  se  choquent  sans  frottement. 
Alors  la  masse  liquide  qui  occupe  l'espace  CDB'A'  au 
commencement  de  l'instant  dt^  éprouvera  pendant  cet 
instant ,  par  l'effet  des  chocs  mutuels  de  ses  molécules , 
une  perte  de  force  vive  dont  la  mesure ,  donnée  par  le 
théorème  de  Carnot,  est  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues,  savoir  p(ù{fdt,{y —  i/)'.  Le  travail  résistant  dû 
aux  réactions  mutuelles  des  molécules  sera  donc 

Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  par  d'autres 
considérations.  Pour  cela,  observons  d'abord  que  les  réac-r 
tions  mutuelles  des  molécules  ne  seraient  point  changées, 
si  tout  le  système  était  animé  d'une  vitesse  uniforme, 
égale  et  contraire  à  la  vitesse  de  la  tranche  A'B',  en  sorte 
que  les  molécules  situées  sur  cette  tranche  soient  dans 
un  état  de  repos  absolu.  Ainsi,  nous  pouvons  admettre 
que  tout  se  passe  dans  la  colonne  liquide  CDB' A'  à  peu 
près  comme  dans  un  vase  en  repos ,  à  large  section ,  con- 
tenant une  certaine  quantité  de  liquide,  et  qui  reçoit  à 
sa  surface  une  petite  veine  liquide  animée  d'une  vitesse 
égale  h  y  —  <^'.  Or,  dans  ce  cas,  on  observe  que  le  liquide 
reste  sensiblement  immobile  dans  l'intérieur  du  vase; 
d'où  il  résulte  que  la  force  vive  détruite  dans  un  temps 
donné  par  les  réactions  moléculaires  e&t  sensiblement 
égale  à  la  force  vive  du  liquide  qqi  arrive  dans  le  même 
temps. 

D'après  cela,  les  actions  moléculaires  qui  s'exercent 
dans  la  masse  liquide  CDB'  A'  lui  font  perdre  une  force 
viye  égale  à  ptùVfît.  [v  —  j/)^,  et  le  travail  correspondant 
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esl 

pon>dt.{u  —  i»')% 

comme  nous  Tavons  déjà  trouvé. 

Ajoutant  tous  les  travaux  obtenus,  et  égalant  le  double 
de  cette  somme  à  la  force  vive  perdue,  il  vient  Téquation 
cherchée, 

Le  terme  (  •  . — -  j  ,  qui  provient   seul  des  réactions 

moléculaires,  est  égal  à- la  hauteur  due  à  la  vitesse  i^ — i^'. 
Il  en  résulte  ce  théorème  important  :  Le  passage  brusque 
de  la  vitesse  v  à  la  vitesse  plus  petite  v*  produit  une 
perte  de  charge  égale  à  la  hauteur  due  à  la  différence  de 
ces  vitesses» 

L'équation  précédente,  jointe  à  la  relation  (i) ,  fait 
connaître  la  vitesse  i^'  çn  fonction  des  pressions  p,  p'i 


i/  =: 


Nous  avons  supposé  que  les  molécules  liquides  traver- 
sent l'ouverture  AB  avec  une  vitesse  perpendiculaire  au 
plan  de  cette  section.  Si  le  liquide  est  conduit  vers  cette 
ouverture  par  une  paroi  continue,  cette  supposition  sera 
vérifiée;  mais,  si  la  forme  de  la  paroi  est  discontinue, 
comme  dans  le  cas  de  la  figure,  alors  la  veine  liquide 
se  contractera  au  delà  de  l'ouverture,  et  la  supposition 
de  la  perpendiculariié  des  vitesses  ne  sera  plus  vénifiée 
pour  la  section  AB ,  mais  bien  pour  la  section  de  la 
veine  contractée. 

Dans  ce  cas,  on  imaginera  que  la  veine  liquide  soit 
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entourée* d'une  paroi  très-mince,  ouverte  suivant  la  sec- 
tion de  la  veine  contractée,  et  l'on  substituera  cette  sec- 
tion à  la  section  A6  dans  tous  les  raisonnements  qui 
précèdent.  Les  formules  resteront  les  mêmes,  si  ce  n'est 
que  les  quantités  p^  z^  v^  se  rapporteront  à  la  section  con- 
tractée., et  que  l'aire  &)  de  l'ouverture  AB  sera  remplacée 
par  celle  de  la  section  contractée  Xw,  X  désignant  le  coeffi- 
cient de  contraction. 

Lapressionp'  peut  se  mesurer  facilement,  en  ajustant  un 
t\jbe  de  verre  vertical  sur  le  contour  de  la  section  A'B',  et 
mesurant  la  hauteur  à  laquelle  le  liquide  s'élève  dans  ce 
tube.  Il  n'est  pas  aussi  facile  de  mesurer  la  pression  p  qui 
s'exerce  dans  la  veine  contractée^  mais  il  est  aisé  d'ob- 
tenir une  formule  où  cette  pression  soit  remplacée  par 
celle  qui  s'exerce  dans  une  section  quelconque  A oBq,  si- 
tuée en  amont  de  l'ouverture  AB. 

Soient 

iù^  l'aire  de  la  section  AoB^  ; 

i^o  la  vitesse  et  /^o  la  pression  moyenne  sur  la  même  sec- 
tion; 

Zfi  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  cette  section  au- 
dessus  du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  la  section  de  la  veiné  contractée. 

Appliquant  le  théorème  des  forces  vives  à  la  masse  li- 
quide comprise  entre  la  section  AqBo  et  la  section  de  la 
veine  contractée,  on  trouve  l'équation 

P 
qui,  ajoutée  à  l'équation  (2),  donne 

(3)     p'»-  ç^^  =  ^piileL^  2g  {z  -f.  zo)  -  (p  -^  c'y. 
p 

Si  Ton  élimine  p»  et  ^'o  à  l'aide  des  relations 
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on  obtient  la  formule 

«'•'■[-ë-û^-)']='*T^ -'*"--'• 

on  il  ne  figure  plus  que  des  quantités  facilement  mesu- 
rables. 

La  formule  principale  (2)  a  été  donnée  en  premier 
lieu  par  Borda ,  dans  les  Mémoires  de  VAcudémie  des 
Sciences  de  Paris,  1766,  page  Sgo.  Elle  s'applique  à  tous 
les  cas  où  quelque  étranglement  dans  la  colonne  liquide 
produit  des  mouvements  irréguliers  et  tumultueux.  On 
voit  par  là  avec  quel  soin  il  faut  éviter  les  changements 
brusques  de  section  dans  les  tuyaux  de  conduite,  si  l'on 
ne  veut  pas  diminuer  rapidement  la  dépensé. 

Plus  généralement ,  toute  cause  qui  produit  ime  agita- 
tion irrégulière  dans  la  colonne  liquide,  diminue  sa  force 
vive  et,  par  suite,  diminue  sa  vitesse.  Les  coudes  brusques 
produisent  cet  effet  à  un  haut  degré;  il  faut  donc  les  évi- 
ter avec  le  même  soin  que  les  étranglements.  Toutefois  on 
n'a  pas  encore  appliqué  le  calcul  avec  succès  à  la  déter- 
mination de  la  perte  de  charge  occasionnée  par  un  coude. 

Des  expériences  de  Dubuat  ont  conduit  Navier  au  ré- 
sultat suivant  :  si  le  coude  est  arrondi ,  et  que  Ton  nomme 
c  la  longueur  de  Tare  de  cercle  qui  est  tangent  aux  ex- 
trémités des  deux  parties  droites  de  l'axe  du  tuyau ,  r  le 
rayon  du  cercle ,  o«>  l'aire  de  la  section  du  tube  coudé 
supposée  constante  et  p»  la  vitesse  moyenne  sur  cette  sec- 
tion, la  perte  de  charge  occasionnée  par  le  coude  sera 

{o,oo3q-+-  0,0186/*)  ~-  — ^ 

le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde 
pour  unité  de  temps. 

Celte  formule  n'a  certainement  pas  toute  la  généralité 
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désirable,  puisqu'elle  est  indépendante  du  diamètre  du 
tuyau.  L'expérience  montre  que  la  perle  de  charge  est 
négligeable,  lorsque  le  coude  est  bien  arrondi,  et  que  le 
rayon  du  cercle  est  plus  grand  que  dix  fois  le  diamètre  de 
la  conduite. 

2.  Influence  d'un  aju- 
tage cylindrique  sur  la 
dépense  d^un  orifice,  — 
Expérience  de  Venturi. 
— Quand  le  liquide  com- 
mence à  couler  dans  un 
aj  d  tage  cylindrique ,  il  ai  - 
rive  en  remplissant  tout 
le  cylindre ,  parce  que  les 
premières  molécules  qui 
se  présentent  ont  peu  de 
vitesse,  et  par  suite  peu 
de  force  centrifuge  ten- 
dant à  contracter  la  veine. 
Mais,  à  mesure  que  la  vitesse  augmente,  les  molécules 
liquides  arrivant  dans  l'ajutage  se  pressent  plus  vivement 
vers  l'axe  du  cylindre,  et  il  tend  à  se  former  un  vide  au- 
tour de  la  section  contractée.  En  même  temps,  la  pression 
atmosphérique  qui  s'exerce  à  la  sortie,  refoule  le  liquide 
et  le  force  à  remplir  encore  tout  Tajutage.  De  ces  deux  ac- 
tions combinées,  il  résulte  que  la  veine,  se  contractant 
à  une  petite  distance  de  l'embouchure,  s'y  trouve  entou- 
rée d'un  anneau  de  liquide  à  l'état  de  remous  sous  une 
pression  inférieure  à  la  pression  atmosphérique,  et  sort 
en  remplissant  tout  le  cylindre.  Comme  d'ailleurs  il  doit 
passer  dans  le  même  temps  une  même  quantité  de  liquide 
à  travers  chaque  section,  il  y  a  nécessairement  change- 
ment rapide  de  vitesse  dans  l'ajutage,  accompagné  de 
mouvements  irréguliers,   et  îL  en  résulte  une  perte  de 
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force  vive,  qui  se  calcule  à  Taide  du  théorème  démontré 
au  numéro  précédent. 

Admettons,  pour  simpIiCer,  que  le  liquide  arrive  d'un 
vase  à  large  section ,  ouvert  dans  l'atmosphère;  et  soient 

61  Taire  de  la  section  de  l'ajutage^ 

û)o  Taire  de  la  section  horizontale  du  vase  faite  au  ni- 
veau du  liquide; 

Zo  la  hauteur  du  niveau  dans  le  réservoir  au-dessus  du 
centre  de  gravité  de  l'ouverture  par  laquelle  le  liquide  dé- 
bouche dans  l'atmosphère  ; 

ï.  le  coefficient  de  contraction  tte  la  veine  dans  l'a- 
jutage; 

i^  la  vitesse  du  liquide  à  sa  sortie. 

Appliquant  la  formule  (4)  clu  numéro  précédent  au  li- 
quide qui  est  contenu  dans  le  réservoir  et  dans  Tajutage, 

et  négligeant  le  rapport   —  >  il  vient 


(0 


•"•['-^(r- 01 ='«'•• 


Si  Ton  pose  X  =  0,62,  on  obtient  pour  la  vitesse  du  li- 
quide à  sa  sortie  de  Tajutage 

Le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  pendant  l'unité  de 
temps,  ou  la  dépense  de  l'orifice ,  est 


V=  o,85&>y2g^. 
Sans  ajutage  on  aurait  eu 


u' =z  ^2gZQy     et       V  =  o,62  w  v^2g^; 

la  vitesse  eût  été  plus  grande,  mais  la  dépense  eût  été  plus 
petite  dans  le  rapport  de  62  à  85. 

Si  le  frottement  du  liquide  contre  la  paroi  de  Tajutage 
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peut  se  négliger )  ces  résultats  subsistent  quelle  que  soit 
la  longueur  du  tuyau,  pourvu  qu  elle  soit  au  moins  égale 
au  double  du  diamètre.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  peut  tenir  compte  du  frottement  contre  la  paroi  du 
tuyau  quand  sa  longueur  est  considérable. 

Les  expériences  donnent  en  moyenne  pour  la  dépense 
des  ajutages  cylindriques 

V  =  0,82»  vag'Zo. 

La  petite  différence  qui  existe  entre  cette  formule  et 
celle  que  le  calcul  nous  a  fournie ,  peut  être  attribuée 
aux  frottements  contre  les  parois  et  aux  petites  inégali- 
tés entre  les  vitesses  des  filets  liquides  qui  composent  la 
veine  (  *  ) .  • 

(*)  Il  est  aisé  de  voir  que  la  supposition  d'une  vitesse  commune  à  tous 
les  points  d'une  même  section ,  égale  au  quotient  de  la  dépense  par  l'aire 
de  la  section,  donne  toujours  une  force  vive  inférieure  à  celle  qui  existe 
réellement  quand  les  vitesses  sont  inégales. 

En  effet,  soient  c  la  vitesse  fictive  commune  à  tous  les  points  de  la  sec- 
tion <a,  u  la  vitesse  réelle  correspondante  à  l'élément  dta,  et  s  la  différence 
w  —  p.  La  force  vive  réelle  et  la  force  vive  calculée  dans  l'hypothèse  d'une 
vitesse  commune  seront  respectivement  proportionnelles  à 
fu'doi    et    v'cj. 

Or,  on  a 

d'ailleurs 

ôu  -h  e  =  21*  -^  Uy 

et  l'intégrale  f  edoi  est  nulle  puisque  la  dépense  calculée  d'après  les  vi- 
tesses réelles,  fuda,  est  égale  à  la  dépense  calculée  dans  l'hypothèse 
de  la  vitesse  commune,  f  udoi.  Donc  il  reste 

f  u*dca=zv*ca-i- f  s*{2v-^  u)du; 

comme  2('+u  est  une  quantité  essentiellement  positive,*  il  s'ensuit 
que  la  différence  f  u^dùi^  v^ca  s'exprime  par  une  intégrale  dont  tous 
les  éléments  spnt  positifs. 

Il  en  résulte  que  dans  l'équation  (i)  le  coefficient  de  v'^  est  un  peu 
trop  faible  quand  on  se  place  dans  l'hypothèse  d'une  vitesse  commune  à 
toutes  les  molécules  d'une  même  section.  Par  suite,  la  valeur  de  v'  tirée 
de  cette  équation  est  un  peu  trop  considérable. 

Cette,  remarque  est  de  M.  Poncelet;  elle  s'api:)lique  à  toutes  les  formules 
obtenues  dans  cette  Section  de  l'ouvrage.  •-'  - 

II.  3i 
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Les  expériences  les  plus  célèbres  sur  les  ajutages  sont 
celles  (le  Venturî.  Ce  physicien  a  constaté  que  Taugmen- 
tation  de  dépense  produite  parles  ajutages  cylindriques  est 
due  à  la  différence  des  pressions  qui  s'exercent  sur  la  section 
contractée  de  la  veine  liquide  et  sur  la  section  de  sortie. 
En  effet,  il  a  reconnu,  d'une  part,  que  Taugmentation  de 
la  dépense  cesse  quand  on  pratique  une  petite  ouverture 
dans  la  paroi  de  Tajutage  qui  entoure  la  veine  contractée  ; 
et  d'autre  part,  que  si  Ton  adapte  sur  Tajutage  un  lube 
de  verre  recourbé,  débouchant  dans  la  cavité  annulaire 
qui  entoure  la  veine  contractée ,  et  plongeant  son  extré- 
mité inférieure  dans  une  cuve  d'eau  colorée,  l'eau  de  la 
cuve  s'élèj^e  dans  le  lube  et  s'y^maintient  à  une  certaine 
hauteur. 

Dans  l'une  de  ses  expériences ,  où  la  hauteur  du  niveau 
au-dessus  de  l'ajutage  était  de  o", 88,  l'eau  colorée  s'est 
élevée  à  o",65. 

Cette  hauteur  est  précisément  celle  qu'indique  le  cal- 
cul. Car,  si  l'on  nomme 

Pq  la  pression  atmosphérique  ; 
i^  la  vitesse  à  la  sortie  de  l'ajutage*, 
p  la  pression  sur  la  section  de  la  veine  contractée  ; 
^  la  vitesse  sur  cette  même  section  ; 
z^  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité 
de  la  même  section^ 

On  a ,  d'après  le  principe  des  forces  vives , 

? 
D'un  autre  côté,  on  a 


V 


ou  bien,  posant  X  =  0,62  et  remplaçant  v^  par  la  valeur 
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observée  0,82  V2g^«05 

0,82^ 


Cétle  valeur,  reportée  dans  F  équation  précédente,  donne 

d'où  Ton  voit  que  la  hauteur  de  la  colonne  d^eau  soulevée 
dans  le  tube  sera  0,75^0-  Or,  si  l'on  fait  -2(^=  o"*,88  ,  oïl 
trouve  la  hauteur  o"* ,  66,  qui  s'accorde  très-bien  avec 
l'expérience  de  Venturi. 

3.  Influence  d'an  aju- 
tage conique  dwergent  sur 
la  dépense  d'un  orifice.  — 
Nous  supposons  un  ajutage 
divergent  ABB'A',  dont  la 
plus  petite  section  AB  est 
raccordée  avec  les  parois  du 
vase  par  une  surface  continue.  L'expérience  montre  que 
le  liquide  ne  se  sépare  point  de  la  paroi  de  Tajutage,  quand 
il  mouille  la  substance  dont  cette  paroi  est  formée,  à 
moins  que  Tévasement  ne  soit  très-considérable.  Ainsi, 
nous  admettrons  que  la  veine  liquide  remplit  exactement 
l'ajutage,  et  nous  nous  placerons  dans  les  mêmes  circon- 
stances que  quand  il  s'agissait  d'un  ajutage  cylindrique. 
La  notation  restera  la  même  5  les  quantités  &>,  p,  j^  se  rap- 
porteront à  la  plus  petite  section  ,  et  les  quantités  tù\  \^  se 
rapporteront  à  l'ouverture  de  sortie. 

Quoiqu'il  y  ait  un  changement  de  vitesse  assez  rapide 
entre  les  sections  AB,  A'B',  néanmoins,  comme  la  veine 
coule  sans  agitation,  il  n'y  a  pas  lieu  de  lenir  compte  des 
actions  moléculaires. 

3i. 
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La  vitesse  à  la  sortie  de  Tajutage  sera  donc 
et  le  volume  du  liquide  écoulé  dans  Tunité  de  temps  sera 


La  dépense  V  de  Tajutage  augmente  quand  on  accroît 
l'ouverture  de  sortie  w'^  mais  elle  ne  peut  pas  augmenter 
indéfiniment,  si  la  charge  ^o  ^^  1^  plus  petite  section  (ù 
restent  constantes.  En  effet,  la  pression  p  devant  rester 
positive,  la  relation 

,  P^  —  P 


montre  que  la  vitesse  k^  ne  peut  surpasser  4  /  'igz^-\ — —] 
par  suite,  la  dépense  wi^  ne  peut  pas  être  supérieure  à 


la  quantité  w  K/  igz^  -| — —- 


La  dépense  atteint  cette  limite,  quand  les  sections  ex- 
trêmes vérifient  la  relation 


ou  bien 


7  =  \/ 


.     ^P^ 

P 


1+    '^^ 


gpz. 

Si  le  rapport  -  était  supérieur  au  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  la  veine  liquide  se  briserait  ou 
cesserait  de  remplir  T ajutage. 

L'ajutage  divergent  jouit  de  cette  propriété  remar- 
quable, qu'il  peut  fournir  uiie  dépense  supérieure  à  celle 
qui  aurait  lieu  par  l'ouverture  de  la  plus  petite  section,  n 
la  veine  liquide  traversait  cette  ouverture  sans  contrac- 
tion sous  la  charge  donnée.  Ce  résultat  s'explique  en  ob- 
servant que  la  pression  moyenne  /?,  dans  la  plus   petite 
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seclioli  de  Tajulage,  peut  être  inférieure  à  la  pression  at- 
mosphérique Pq. 

On  a  peu  d'expériences  sur  les  ajutages  divergents  à 
forme  continue  \  de  sorte  qu  on  ne  saurait  dire  avec  quel- 
que certitude ,  de  combien  la  limite  réelle  de  la  dépense 
est  inférieure  à  celle  que  donne  le  calcul  en  négligeant  les 
frottements  et  supposant  tous  les  filets  de  la  veine  liquide 
animés  d'une  même  vitesse. 

4.  Effet  du  frottement  dans  les  tuyaux  d'une  grande 
longueur.  —  On  peut  se  figurer  la  colonne  liquide  qui 
coule  dans  un  tuyau,  comme  formée  de  couches  concen- 
triques. La  couche  extérieure  est  ralentie  par  son  frotte- 
ment contre  la  paroi  du  tuyau;  cette  couche  ralentit  à 
son  tour  la  couche  intérieure  qui  lui  est  contiguë,  et  celle- 
ci  la  couche  suivante,  en  sorte  que  chaque  couche  est 
ralentie  parla  couche  extérieure  et  accélérée  par  la  couche 
intérieure.  Ainsi,  la  vitesse  n'est  point  la  même  sur  tous 
les  points  d'unemême  section.  Néanmoins,  dans  les  calculs 
que  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons  supposer  à  toutes 
les  molécules  situées  sur  une  même  section  une  vitesse 
commune  f^,  égale  au  Quotient  du  volume  d'eau  qui  tra- 
verse la  section  dans  l'unité  de  temps  par  l'aire  de  cette 
section.  Pour  déterminer  cette  vitesse,  dans  le  cas  où  le 
tuyau  a  une  section  constante  et  n'est  point  coudé  brus- 
quement, on  peut  considérer  la  colonne  liquide  comme 
une  tîge  flexible ,  glissant  dans  l'intérieur  du  tube,  et  re- 
tardée sans  cesse  par  le  frottement  des  parois;  mais  l'in- 
tensité de  cette  force  de  frottement  ne  sera  pas  régie  par 
les  mcmes  lois  que  dans  le  cas  de  deux  corps  solides  glis- 
sant l'un  sur  l'autre. 

Prony  (*)  a  fait  voir  qu'on  arrive  à  des  résultats  satis- 

('  )  Cette  loi  du  frottement  des  liquides  avait  été  signalée  par  Coulomb 
dès  Tannée  1800,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  y  t.  III, 
p.  240 j  mais  ce  physicien  n'avait  point  montré  l'applicatidh  qu'on  peut 
on  faire  à  récoulement  des  liquides. 
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faisants,  si  Ton  suppose  cette  force  égale  au  produit  de  la 
densité  du  liquide,  de  la  surface  du  tuyau  baignée  par  le 
liquide,  et  d^une  certaine  fonction  de  la  vitesse.  Cette 
fonction  est  de  la  forme  (XI^4-(3p'*j  a  et  (3  représentent 
des  coefficients  dépendants  de  la  nature  du  liquide,  mais 
indépendants  de  la  vitesse,  indépendants  de  la  section  du 
tuyau  et  même  de  la  nature  des  parois,  du  moins  pour 
les  substances  communément  employées. 

Lorsque  le  liquide  considéré  est  de  F  eau,  si  Ton  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a,  suivant  Prony, 

a  =  0,000170,     p  =  0,0034 16. 

Soient 

p  la  densité  du  liquide^ 

b)  Taire  de  la  section  constante  du  tuyau,  qiie  nous 
supposerons  circulaire; 

P  le  diamètre  de  cette  section; 

/  la  longueur  du  tuyau  ; 

p  la  pression  moyenne  qui  s'exerce  sur  la  section  supé- 
rieure ; 

p^  la  pression  moyenne  qui  s'exerce  sur  la  section  in- 
férieure ; 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  dernière  sec- 
tion au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section  supérieure. 

La  vitesse  étant  la  même  sur  toutes  les  sections,  la 
somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  colonne 
liquide  considérée  est  nulle  pendant  un  instant  inGniment 
petit  de.  Or  celte  somme  se  compose  du  travail  des  pres- 
sions sur  les  sections  extrêmes ,  (ùK^dt.  [p  — p')  ;  du  tra- 
vail de  la  pesanteur,  iù\fdt,gpz\  et  enfin  du  travail  de  la 

force  de  frollemeut,  — vdt>-~~  («^'  -H  P*')- 
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D'après  cela,  si  Ton  pose 
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OD  a  Féquation 

Z'  — y-*-5^p(»-^J)  =  o• 
La  quantité  J  mesure  la  perte  de  charge  due  au  frolte- 
nient  par  unité  de  longueur. 

Comme  application  de  cette  théorie ,  nous  résoudrons 
le  problème  suivant  : 

Un  réseîvoir  à  large  section ,  où  le  liquide  est  main- 
tenu  à  un  nii^eau  constant ,  se  décharge  par  un  tuyau 
cylindrique  et  sans  coudes^  dans  un  résen^oir  inférieur 
qui  contient  une  certaine  quantité  de  liquide  également 
maintenu  à  un  niueau  constant.  La  surface  libre  du  li^ 
quide  est  soumise  de  part  et  d^ autre  à  la  pression  atmo- 
sphérique. On  demande  de  déterminer  le  volume  du 
liquide  qui  arrivée  dans  le  réservoir  inférieur  pendant 
r unité  de  temps. 


Nous  partagerons  la  masse  liquide  en  trois  parties  :  la 
première  sera  le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  supé- 
rieur et  dans  une  petite  longueur  du  tuyau  égale  à  deux 
fois  le  diamètre  ;  la  seconde  sera  le  liquide  renfermé  dans 
le  tuyau,  sauf  la  petite  portion  déjà  considérée  et  une 
portion  égale  prise  à  l'autre  extrémité^  la  troisième  sera 
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le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  inférieur  et  dans  la 
petite  longueur  du  tuyau  égale  à  deux  fois  le  diamètre  qui 
lui  est  adjacente. 

La  notation  précédente  sera  conservée  pour  ce  qui  re- 
garde la  colonne  liquide  renfermée  dans  le  tuyau  et  qui 
forme  la  seconde  partie  du  liquide  considéré.  De  plus, 
nous  nommerons 

z^  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  supé- 
rieure de  cette  colonne  liquide  au-dessous  du  niveau  du 
réservoir  supérieur; 

z\  la  quantité  analogue  pour  la  section  inférieure  et  le 
niveau  du  second  réservoir-, 

tù\  Taire  delà  surface  de  niveau  dans  ce  second  réservoir; 

1^^  la  vitesse  verticale  du  liquide  sur  cette  surface  ; 

t^  la  vitesse  du  liquide  sur  la  section  contractée  de  la 
veine  qui  arrive  du  tuyau  dans  le  réservoir  inférieur  5 

i  le  coefficient  de  contraction  ; 

p^  la  pression  atmosphérique. 

Pour  le  mouvement  de  la  première  partie  du  liquide, 
nous  avons ,  d'après  le  n"  2 , 


w   4'^(ï-')1- 


2,' —  2grao=:  O. 


Pour  la  seconde  partie  du  liquide ,  nous  avons  ^  d'après 
la  théorie  actuelle, 

(3)  ,,-/.' H-^p(z-/J)  =  o. 

Elnfin ,  pour  la  troisième  partie  du  liquide,  nous  avons, 
d'après  le  n°  1 ,  équation  (3) , 

(4)  •'/'  -  •'^  4-  (•''  -  •'.?  -  2  ^LZII  +  2^3/  =  o. 

En  outre , 

(5)  "^  =  ^  *''      «'0  =  —  *'• 

Ajoutant  les  équations  (2)  et  (4),  retranchant  du  rë- 
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sultat  le  produit  de  Téqualion  (3)  par  -^  et  ayant  égard 
aux  valeurs  (i)  el  (5) ,  il  vient  finalement 

-+-  ^  —^ ^g  (Zo  +  Z—  zj  =  o. 

Telle  est  l'équation  qui  donne  la  vitesse  ^  et,  par  suite, 
la  dépense  w  p». 

Dans  lès  cas  ordinaires  de  la  pratique,  la  section  du 
réservoir  inférieur  est  très-grande  par  rapport  à  la  section 

d^u  tuyau.  Alors  on  peut  négliger  le  rapport  -y  9  et  l'équa- 

jîpn  se  simplifie. 

Si  le  tuyau  débouclie  dans  l'atmosphère,  on  n'a  pas  à 
considérer  Téquation  (4),  et  l'on  a  p'=po;  l'équation 
qui  détermine  u  est  alors 

r       /i       y     8/ûl        8/a 

h  désignant  la  distance  Zo-\~  z  du  centre  de  gravité  de 
l'ouverture  de  sortie  au-^dessous  du  niveau  du  réservoir. 
Quand  la  longueur  du  tuyau  est  très-grande  par  rap- 
port au  diamètre,  la  quantité  i-H  (t  -*i  )  devient  négli- 

O   f  û 

geable  vis-à-vis  de  -^9  et  l'on  a  sensiblement 

6  P'  H-  a  P  —  ^-yj-  =  o. 

Cette  dernière  formule  est  celle  dont  Prony  s'est  servi 
pour  déterminer  expérimentalement  les  valeurs  des  coef- 
ficients a  el  j3. 

5.  Mouvement  de  F  eau  dans  les  canaux  décoiii^e/ts. 
—  Moyens  pratiques  de  jaugeage, —  Nous  nous  borrie- 
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rons  à  considérer  un  canal  où,  dans  dans-  une  longueur 
considérable,  tout  est  identique  sur  chaque  section.  C'est 
ce  qu'on  exprime  d'un  seul  mot,  en  disant  que  le  régime 
est  établi  dans  l'étendue  que  Ton  considère.  Ceci  suppose 
que  la  section  et  la  pente  du  lit  sont  invariables,  ainsi  que 
la  direction  et  la  vitesse  de  chaque  filet  liquide. 

La  vitesse  varie  d'un  point  à  un  autre  sur  chaque  sec- 
tion, à  cause  du  frottement  des  parois  qui  retarde  les 
couches  adjacentes  et ,  par  elles ,  influe  sur  le  mouvement 
des  couches  plus  éloignées.  Néanmoins,  dans  les  calculs 
que  nous  avons  en  vue,  il  sera  permis  de  supposer  à 
tous  les  points  d'une  même  section  une  vitesse  com- 
mune, égale  au  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant  le 
Volume  d'eau  qui  traverse  la  section  dans  l'unité  de  temps 
par  l'aire  de  la  section. 

La  vitesse  fictive  ainsi  définie  se  nomme  la  "vitesse 
moyenne  du  canal. 

Considérons,  à  une  époque  quelconque,  la  colonne 
liquide  qui  est  comprise  entre  les  deux  sections  extrêmes 
de  la  portion  du  canal  où  le  régime  est  établi. 

Soient  /  la  longueur  de  cette  colonne; 

h  la  différence  de  niveau  du  liquide  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne  ; 

0)  l'aire  de  la  section  ; 

c  la  longueur  développée  du  contour  de  la  section  qui 
est  baigné  par  le  liquide  ; 

V  la  vitesse  moyenne. 

La  somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  cette 
^nasse  liquide  pendant  l'instant  infiniment  petit  dt^  doit 
être  nulle,  puisque  F  accroissement  de  force  vive  est 
nul  pendant  le  même  temps.  Or  cette  somme  contient  le 
travail  de  la  pesanteur,  w  i^dt.gph  ,  et  en  outre  le  travail 
résistant  de  la  force  de  frottement.  Si  nous  admettons  avec 
Prony  que,  dans  le  cas  actuel ,  la  force  de  frottement  soit 
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régie   par  les  lois  qui  conviennent  au   frottement  des 
tuyaux  de  conduite,  celte  force  aura  pour  expression 

p/c(a(>-f-pt>'),    * 
et  son  travail  sera 

Il  en  résulte  Féquation  suivante,  donnée  par  Prony, 

(j)  pp'+ac'  — g^  -  -  =  o. 

Cet  ingénieur  s'est  servi  de  cette  formule  pour  déter- 
miner les  coefficients  a  et  (3.  Il  a  reconnu  par  plusieurs 
expériences  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  si  l'on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a 

a  =0,000436,     p  =  o,oo3o34. 

Ces  valeurs  étant  différentes  de  celles  qui  conviennent 
au  frottement  dans  les  tuyaux ,  on  doit  en  conclure  que 
les  coefficients  a  et  j3  ne  sont  point  tout  à  fait  indépen- 
dants de  la  grandeur  de  la  section  et  peut-être  même  de 
sa  forme*,  mais  les  expériences  manquent  pour  assigner  la 
loi  de  leurs  variations. 

Pour  jauger  un  canal,  on  mesurera  les  quantités  «,  cet 

le  rapport  -  >  qui  n'est  autre  que  la  pente  par  mètre  cou- 
rant 5  puis  on  calculera  i^  par  la  formule  (i)  :  le  produit  co  t' 
sera  le  volume  d'eau  qui  traverse  la  section  dans  une  se- 
conde, ou  le  débit  du  canal. 

On  peut  encore  calculer  la  vitesse  moyenne  u  et,  par 
suite,  le  débit  du  canal  w  ^',  à  l'aide  d'une  formule  déduite 
par  Prony  d'expériences  faites  par  Dubuat  sur  de  petits 
canaux  en  bois,  tels  que  ceux  qui  alimentent  les  usines. 

Si  l'on  nomme  v^la  vitesse  de  l'eau  mesurée  à  la  sur- 
face au  milieu  du  courant ,  on  a  sensiblement 

"~     ./ 4-3,153 
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Cette  formule  donne  des  résultats  assez  satisfaisants, 
même  pour  des  canaux  de  grandes  dimensions.  La  vitesse 
\^  se  mesure  sans  peine  à  l'aide  d'un  petit  flotteur  offrant 
peu  de  prise  à  la  résistance  de  l'air. 

Enfin  un  troisième  moyen  de  jaugeage,  qui  s'applique 
spécialement  aux  cours  d'eau  peu  considérables ,  consiste 
à  faire  déboucher  le  canal  par  un  orifice  régulier,  dont  on 
puisse  calculer  la  dépense  par  quelqu'une  des  formules 
les  mieux  vérifiées. 

On  pourra,  par  exemple,  construire  un  barrage  en 
travers  du  canal ,  et  faire  passer  Teau  sous  une  vanne, 
ou  bien  la  forcer  à  couler  par-dessus  la  crête  du  barrage , 
qui  alors  prend  le  nom  de  déversoir. 

Dans  le  cas  d'une  vanne  dont  la  levée  excède  i  déci- 
mètre, on  obtiendra  assez  exactement  le  débit  du  canal, 
en  multipliant  l'aire  de  l'ouverture  par  la  vitesse  due  à  la 
hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  l'ou- 
verture, et  prenant  les  0,60  du  résultat. 

Dans  le  cas  d'un  déversoir ,  on  mesurera  la  surface  du 
rectangle  qui  a  pour  base  la  longueur  du  déversoir  et  pour 
hauteur  la  hauteur  du  niveau  du  canal  en  amont  du  dé- 
versoir au-dessus  de  la  crête  du  barrage-,  on  multipliera 
cette  surface  par  la  vitesse  due  à  la  hauteur  du  rectangle, 
et  on  prendra  les  o,4o5  du  résultat.  Le  nombre  ainsi  ob- 
tenu mesurera  approximativement  le  débit  du  canal. 

On  trouvera  dans  le  tome  XIII  du  Recueil  des  Savants 
étrangers  (  Académie  des  Sciences;  prix  de  i85o)  le  dé- 
tail de  nombreuses  expériences  faites  par  M.  Lesbros  sur 
la  dépense  des  grands  orifices  ;  c'est  peut-être  le  travail  le 
plus  complet  et  le  plus  important  qui  ait  été  fait  sur  cette 
question. 
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CHAPITRE  IL 

MOUVEMENTS   QUELCONQUES   DES   FLUIDES. 


Les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides, 
telles  qu'elles  sont  données  dans  tous  les  Traités  de  Mé- 
canique, ont  été  trouvées  par  Euler  (*).  Ou  ne  sait  les 
inté(;rer  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

SECTION  1. 

ÉCOULEMENT    DES     LIQUIDES    DANS     l'hYPOTHÈSE    DU 
PARALLÉLISME    DES    TRANCHES. 

Lorsqu'un'  liquide  renfermé  dans  un  vase  s'écoule  par 
un  petit  orifice,  on  admet  souvent  que  les  molécules  qui 
se  trouvent  sur  une  même  tranche  horizontale  y  restent 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  tant  que  la  tran- 
che n'est  pas  très-voisine  de  l'orifice 5  de  plus,  on  néglige 
les  vitesses  horizontales  des  molécules ,  quand  la  section 
horizontale  du  vase  varie  peu  avec  la  hauteur  du  plan  sé- 
cant. 

Ces  suppositions  constituent  V hypothèse  du  parallé- 
lisme des  tranches.  Elles  conduisent  à  des  formules  qui , 
pour  toute  époque  tant  soit  peu  éloignée  de  celle  où  l'écou- 
lement commence,  se  réduisent  aux  formules  du  mouve- 
ment permanent,  avec  cette  différence  toutefois,  que  la 

(')  Mém.  de  l'Àcad,  de  Cerlin,  1755,  p.  27/1  et  siiiv. 
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hauteur  du  niveau  au-dessus  de  rorifice  est  variable  avec 
le  temps. 

Ainsi,  nommant  o)  Taire  de  Torifice,  (^  la  vitesse  de 
sortie,  p  la  pression  qui  s'exerce  à  l'orifice  du  dehors  au 
dedans  sur  Tunité  de  surface,  coo,  (^o?  ^o  I^s  quantités 
analogues  pour  la  surface  de  niveau,  z  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l'orifice ,  p  la  densité  du  liquide ,  et 

supposant  le  rapport  —  assez  petit  pour  qu  on  puisse  ne- 

gliger  son  carré  dans  le  calcul  de  la  vitesse  i^,  on  obtient 
les  formules 


(A)  ,=  yJo.l^^-^i8Z, 

{ B  )  w  p  =  «,  r'o      ou  bien      «>  vdt  =  —  &>«  dz. 

L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  a  été  intro- 
duite dans  la  théorie  des  fluides  par  Daniel  Bernoulli  (*). 

\ .  Un  vase  contenant  un  liquide  est  uni  à  un  poids  P 
par  un  fil  sans  masse  qui  passe  sur  une  poulie  fixe  ; 
tout  le  système  est  en  mouvement  sous  Paction  de 
la  pesanteur  y  pendant  que  le  liquide  s'écoule  à  trai^ers 
un  petit  onfice  pratiqué  dans  la  paroi  du  vase*  On  con- 
naît la  forme  du  vase  y  et  la  somme  Qg  de  son  propre 
poids  et  du  poids  du  liquide  quil  contient  à  une  époque 
donnée  /q*  Déterminer ,  dans  ces  circonstances j  la  loi  de 
r  écoulement. 

On  peut  considérer  le  vase  comme  immobile,  pourvu 
que  Ton  regarde  chaque  molécule  liquide  comme  solli- 
citée, non^seulement  par  la  pesanteur,  mai^  encore  par 
une  force  accélératrice  égale  et  contraire  à  Faccéléra- 


(')  Uydroffynamique \  1738. 
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lion  du  système.  Sî  l'on  nomme  Q  la  somme  du  poids 
du  vase  et  du  poids  du  liquide  qu'il  contient  à  une  époque 
quelconques,  la  force  accélératrice  additionnelle,  pour 
cette  époque,  estimée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  sera 
sensiblement 

On  remplacera  donc  dans  la  formule  (A),  l'accéléra- 
lion  g  par  la  somme 

P  — Q  P 


P-hQ         '^  P+Q 
Alors  ,  si  les  pressions  p  et  po  sont  égales,  il  vient 


et,  par  suite,  (B) 

(2)  ,.,dz  =  -^2o>^^^dt. 

D'ailleurs,  si  Ton  nomme  Zq  la  valeur  de  z  à  l'époque 
/o5  on  a 

(3)  QzrrQ.H-^pjT      «,. 


idz. 


Les  équations  (i),  (2),  (3),  jointes  à  l'équation  de  la 
surface  du  vase  qui  fait  connaître  Wq  en  fonction  de  z , 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  de  l'é- 
coulement. 

Lorsque  Q  =  P,  on  a 

en  sorte  que  l'écoulement  est  le  même  à  cet  instant  que  si 
le  vase  était  immobile. 


1 
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Si  Ton  avait  P  =  o,  la  vitesse  i*  serait  nulle  ^  le  liquide 
ne  s'écoulerait  point, 

Si  Ton  suppose  P  =  00  ,  il  vient 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  d'écoulement  est  à  celle  qui  au- 
rait lieu  à  l'état  de  repos  dans  le  rapport  de  v^a  à  l'unité. 

Daniel  Bernoulli  ,  Hydrodynamique  y  sect.  XI ,  §  ig. 

2.  Démontrer  qiCun  vase  cylindrique  y  rempli  de  li- 
quide et  percé  à  sa  base  d*un  petit  orifice^  emploie  pour 
se  vider  un  temps  double  de  celui  qui  suffirait  à  récoule- 
ment  du  liquide  renfermé  primitii^ement  dans  le  vase, 
si  le  ni\^eau  itait  maintenu  constariiment  à  la  même 
hauteur  par  V introduction  d^un  liquide  de  même  densité. 

On  suppose  que  le  liquide  éproui^e  une  même  pression 
du  dehors  au  dedans  au  niv^eau  supérieur  et  à  V orifice. 

3.  Troui^er  tous  les  vases  de  résolution  oii  le  niy^eau 
s'abaisse  de  quantités  égales  dans  des  temps  égaux ^ 
lorsque  le  liquide  s'échappe  par  un  petit  orifice  et  que 
Vaxe  de  figure  est  vertical. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  z  dirigé  suivant  l'axe  de  révo- 
lution en  sens  contraire  de  la  pesanteur^  l'équation  de 
la  courbe  méridienne  en  coordonnées  rectangulaires  est 
de  la  forme 

r*  =  «'  2  ±  *S 

a  el  b  étant  deux  cotistantes,  dont  la  dernière  est  nulle 
quand  les  pressions  qui  s'exercent  du  dehors  au  dedans 
au  niveau  supérieur  et  à  Torifice  sont  égales. 

Jean  Bernoulli  ,  Opéra  ,  t.  IV  ,  p.  480. 

A.  Un  vase  formé  d'une  demi-sphère  et  d'un  plan 
diamétral  est  percé  de  deux  petits  orifices  égaux  y  l'un 
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situé  au  sommet  de  la  surface  courbe^  Vautre  situé  sur 
la  base.  Ce  vase,  étant  exactement  rempli  d'un  liquide 
et  placé  dans  V  atmosphère  ^  peut  se  vider  entièrement  y 
soit  par  lé  premier  orifice  y  soit  par  le  second,  suivant 
la  position  fixe  qu'on  lui  donne.  On  demande  le  rap- 
port des  temps  nécessaires  à  l'écoulement  complet  dans 
ces  deux  hypothèses. 

Soient  A  le  temps  nécessaire  à  l'écoulement  complet 
par  Torifice  pratiqué  au  sommet,  et B  le  temps  nécessaire 
à  l'écoulement  complet  par  l'orifice  pratiqué  dans  la  base. 

On  trouve 

^  =  -2-. 

B         12 
EncycL  Metrop.  Mix,  Se,  t.  I,  p.  204. 

SECTION  IL 

OSCILLATIONS    d'uN    LIQUIDE    RENFERMÉ    DAWS    UN    TUBE. 

Nous  négligerons  ici  le  frottement  du  fluide  contre  les 
parois  du  tube,  et  nous  supposerons  que  le  mouvement  a 
lieu  par  tranches  perpendiculaires  à  l'axe  du  tube,  de 
manière  que  chaque  tranche  reste  composée  des  m^es 
molécules  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

1 .  Trouver  la  loi  des  oscillatio ns  d'une  colonne  liquide 
pesante,  qui  est  renfermée  dans  un  siphon  formé  de 
deux  tubes  verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de 
même  diamètre .  . 

Soient  p  la  densité  du  liquide ,  o)  l'aire  de  la  section  du 
tube ,  /  la  longueur  de  la  colonne  oscillante ,  et  2  la  hau- 
teur du  liquide  dans  Tune  des  branches  verticales  au- 
dessus  du  niveau  qui  convient  à  l'équilibre. 

La  force  motrice  effective  est  po)  /-tt'  1^  force  moljrîce 

11.  32 
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appliquée  est  —  ^ptù  gz.  Donc 


df 


^"vT -+-25^2=0; 


2  =  ^  CCS 


(\/¥-»)' 


Â  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires» 

Si  l'on  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  une 
oscillation  commence,  et  que  Ton  nomme  z^  la  valeur 
initiale  de  -z ,  il  vient 


:  Zo  cos 


V¥')- 


La  durée  de  l'oscillation  est  tt  4  /  —  ;  elle  est  la  même 


TT  4/ — ;i 
V  2ê^ 

que  pour  un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  égale 
à  ]|i  demi-longueur  de  la  colonne  liquide. 

Newton  donne  cette  loi  dans  ses  Principes  (lib.  Il, 
prop.  44  9  4^  ^l  46)  \  puis^'  assimilant  les  oscillations  de  la 
mer  à  celles  de  Teau  renfermée  dans  un  siphon^  il  en  con- 
clut qu'une  vague  parcourt  la  distance  qui  la  sépare  de  la 
vague  suivante,  à  peu  près  dans  le  même  temps  qu'un 
pendule  d'une  longueur  égale  à  cette  distance  accomplit 
une  oscillation  \  d'où  il  suit  que,  si  Ton  nomme  l  la  dis- 
tance de  deux  vagues  consécutifs,  la  vitesse  des  vagues 

est  sensiblement  -  sj^l^ 

TT 

2.  Trouver  la  loi-des  oscillations  d'un  liquide  pesant 
renfermé  dans  un  tube  de  sectioji  variable. 

Soient  • 

p  la  densité  du  liquide^ 

p  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surfiacc  sur  une  sec- 
tion de  la  colonne  liquide  5 
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tu)  l'aire  de  cette  section  ; 

i^  la  vitesse  du  liquide  suivant  la  normale  à  cette  sec-^ 
tion; 

s  l'arc  de  la  courbe  que  forme  Taxe  du  tube,  compté  de* 
puis  un  point  fixe  jusqu'à  la  section  considérée  ] 

z  la  hauteur  de  l'extrémité  de  l'arc  s  au-dessus  d'un 
plan  borizonial  fixe. 

Considérons  la  petite  portion  du  liquide  qui  est  corn* 
prise  entre  les  sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  s 
et  5  -4-  ds. 

Les  forces  appliquées  doivent  faire  écpiilibre  aux  forces 
efiectives  prises  en  sens  contraire.  Or  la  somme  des  forces 
appliquées,  projetées  sur  la  tangente  à  l'axe,  est 

dp  ^  dz  ^ 

la  force  effective ,  estimée-  suivant  la  même  direction , 
est  le  produit  de  la  masse  ponds  par  la  dérivée  totale  de 
la  vitesse  prise  relativement  au  temps,  savoir 

dv   ds       dv  d(f       du 

ds  dt        di  ds       dt 

Nous  avons  donc  l'équation 

dp  dz  dp         dp 

Si  nous  intégrons  dans  l'étendue  de  toute  la  colonne  li- 
quide, en  nommant p',  if',  «^',  s\  &>'  et  p^^  z"^  u"^  s"^  w" 
les  valeurs  des  quantités  p,  z^  %^^  s^  waux  deux  extrémités 
de  la  colonne,  il  vient 

/>'-/'"+  srp  (^'  -  »")  -  ^  P  ( ""  -  -"')  -  ^£  j,  *  =  o , 

32. 
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OU  bien,  d'après  les  relations 

ds' 
«P  =  w'p' =:  «"p*'     et     p'  =  -T-» 

ai 

Les  pressions  extrêmes^',  pf'^  la  forme  du  tute  et  le  vo- 
lume du  liquide  étant  connus,  les  quantités  ^^  z!'^  («>',  tù" 

et  l'intégrale   I     —  pourront  s'exprimeren  fonction  de  la 

seule  vtriable*';  alors  Téquatiou  différentielle  ne  con- 
tiendra plus  que  les  variables  y  et  t  ;  il  suffira  de  l'inté- 
grer pour  connaître  le  mouvement. 

Supposons,  comme  exemple,  <|u'il  s'agisse  des  oscilla- 
tions du  mercure  dan^  un  baromètre  à  siphon.  Prenons 
l'origine  des  £s tances  z  et  des  arcs  ^,  à  la  hauteur  où  s'é- 
lève le  mercure  dans  le  tube  scellé  quand  l'équilibre  a  lieu, 
ces  distances  et  ces  arcs  étant  comptés  positifs  lorsqu'on 
s'élève  sur  ce  tube.  Nommons  /'  la  longueur  de  la  colonne 
à  petit  diamètre  et  /''  celle  de  la  colonne  à  grand  diamètre 
dans  l'état  d'équilibre,  et  supposons  en  général  que  les 
lettres  simplement  accentuées  se  rapportent  au  niveau 
supérieur  et  les  lettres  doublement  accentuées  au  niveau 
inférieur. 

H  vient 


S?  «"' 


Js"     <"  ~~ 
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d'où  résulte  l'équatioa 

Si  le»  oscillations  sont  très-petites ,  nous  pouvons  né- 
gliger les  termes  du  second  degré  par  rapport  à  2'  et  à  ses 
dérivées  5  l'intégrale  est  alors 

A,  B  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si ,  de  plus ,  la  section  w'  est  beaucoup  plus  petite  que 
la  section  w",  la  valeur  de  z'  se  réduit  approximative- 
ment à 


z'  —  Acosii/p-^Bj' 


Dans  ce  cas ,  la  durée  des  oscillations  est  sensiblemi^nt  la 
même  que  pour  un  pendule  simple  de  mémo  longueur  que 
la  colonne  au  petit  diamètre. 

Cette  dernière  formule  convient  encore  au  cas  où  le 
t\ibe  aurait  partout  même  section,  quelle  que  soit  d'ail- 
leurs l'amplitude  des  oscillations. 

ËujLERy  Novi  Comment,  Jcad^Petrop,^  1770,  p.  219. 

3.  Troux^er  la  loi  des  petites  oscillations  de  la  aolonne 
liquide,  dans  le  thermomètre  différentiel  de  Leslieetdans 
le  thermoscope  de  Rumford. 

Soient 

w  Faire  de  la  section  du  tube  ; 

/  la  longueur  de  la  colonne  oscillante; 

V  le  volume  d'air  renfermé  dans  l'appareil  de  chaque 
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côté  de  la  colonne  liquide ,  quand  cette  colonne  est  en 
équilibre  5 

h  la  hauteur  de  la  colonne  liquide  qui  produirait  une 
pression  égale  à  celle  qu'exerce  Tair  intérieur  dans  l'état 
d'équilibre  ; 

5  le  chemin  parcouru  par  la  colonne  liquide  à  partir  de 
sa  position  d'équilibre. 

Pour  le  thermomètre  de  Leslie,  on  a  Féquation 

Si  l'on  suppose  les  oscillations  très-petites,  leur  durée 
est  celle  des  oscillations  du  pendule  sigiple  dont  la  lon- 
gueur serait 

/y 

Pour  le  thermoscope  de  Rumford,  on  a  l'équation 

SI  Ton  suppose  les  oscillations  très-petites,  on  trouve 
que  la  longueur  du  pendule  synchrone  est 

/y 
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CHAPITRE  m. 

ACTION    DES   FLUIDES   EN   MOUVKMENT. 


SECTION  I. 

PRESSION. 

On  admet  ordinaî rement  que  la  pression  normale  qui 
s'exerce  entre  un  fluide  et  un  corps  dans  leur  mouve- 
ment relatif  est  égale,  sur  chaque  élément  de  la  surface 
choquée  directement  par  le  fluide,  au  produit  de  cet  élé- 
ment, par  une  constante  Jt,  par  la  densité  du  fluide,  et 
par  le  carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  nor- 
male à  l'élément  considéré. 

Si  l'on  prend  respectivement  pour  unités  de  temps,  de 
longueur  et  de  force,  la  seconde,  le  mètre  et  le  kilogramme, 
en  sorte  que  la  densité  du  fluide  soit  le  quotient  que  l'on 
obtient  en  divisant  par  le  nqmbre  g  le  poids  d'un  mètre 
cube  de  ce  fluide  exprimé  en  kilogrammes,  les  expé- 
riences faites  sur  les  projectiles  donnent  en  moyenne 

Nous  appliquerons  cette  loi  5  et  de  plus  nous  cherche- 
rons à  déterminer  directement  la  pression  dans  quelques 
cas  simples,  à  l'aide  de  principes  incontestables. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  a  vivement 
préoccupé  les  géomètres  du  dernier  siècle.  Newton  le 
premier,  puis  les  Bernoulli ,  d'Alembert  et  d'autres  ont 
beaucoup  travaillé  sur  cette  question  \  mais  leurs  efforts 
ont  eu  peu  de  succès.  La  théorie  reste  encore  presque 
tout  entière  à  trouver. 

1 .   Déterminer  le  sommet  du  cône  droit  auquel  doit 


] 
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appartenir  un  tronc  dont  on  connaît  la  hauteur  et  la 
grande  base,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  petite 
base  et  sur  la  surface  conuexe,  dans  le  sens  de  l'axe,  par 
un  fluide  qui  se  meut  dans  la  même  direction,  soit  un 
minimum. 

Soient  f^  la  vitesse  du  fluide,  p  sa  densité,  h  la  hauteur 
du  tronc  de  cône ,  a  le  rayon  de  la  grande  base,  b  celui 
de  la  petite  base  et  a  Fangle  des  génératrices  avec  l'axe. 

La  pression  exercée  sur  la  petite  base  est 

La  pression  normale  exercée  sur  la  surface  convexe  est 
le  produit  de  A^p  p»*  sin*a  par  l'aire  de  la  surface;  par  con- 
séquent, la  composante  parallèle  à  l'axe  est  le  produit  de 
/cpM*  sin'a  par  la  projection  de  la  surface  courbe  sur  le 
plan  de  la  base,  c'est-à-dire 

Xpp'  sin'a.7r(a*  —  ^»). 

La  somme  de  ces  deux  pressions  est  le  produit  d'une 
quantité  donnée  et  du  binôme 

a'  sin*  a  -i-  6'  cos^  a . 

Il  s'agit  de  déterminer  a  par  la  condition  que  ce  binôme 
soit  un  maximum. 

Remplaçant  b  cosa  par  sa  valeur  acosa  — A  sina,  et 
égalant  à  zéro  la  dérivée  relative  à  a  ^  on  trouve 

a  cota  =  -  A -f-  i /«'■«♦-  T^'. 
2  V  4 

Cette  équation  exprime  que  le  sommet  du  cône  et  le 
contour  de  la  grande  base  sont  à  égale  distance  du  point 
milieu  de  ïa  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  bases. 
^Ewtov  y  Principia,  lib.  II,  prop.  34»  schol. 

2.    Trouver   toutes    les    surfaces    de    révolution   qtii 
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jouissent  de  cette  propriété,  qu  un  fluide  animé  d^une 
vitesse  parallèle  à  Vaxe  de  figure ,  exerce  dans  la  même 
direction^  sur  la  portion  de  surfaee  comprise  entre  deux 
parallèles  quelconques,  une  pression  qui  soit  un  mi- 
nimum. 

L'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x ,  la  pres- 
sion exercée  dans  le  sens  de  Taxe  est  proportionnelle  à 
rintégrale 


/; 


m 


dx     on       '  " 


f' 


!■ 


prise  entre  des  limites  constantes. 

Il  s'agit  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre 
y  et  X  pour  que  cette  intégrale  soit  un  minimum. 

Ce  problème  se  résout  par  le  calcul  des  variations. 
Nous  considérerons  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  choisie  à  volonté.  Nous  n'aurons 
rien  à  changer  dans  la  fonction  comprise  sous  le  signe 

>  puisqu'elle  ne  contient  que  des  différentielles  pre- 
mières. Soient  L,  L',  M  et  M'  les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  prise  par  rapport  à  x,  y,  dx  et  dy. 

Les  équations  de  la  courbe  génératrice  seront 

(i)  L  — r/M  =  o, 

(2)  L'—  ^/M'=:  o. 

dY 
Or,  si  Ton  pose  -^  ==  y»,  on  trouve 


L=: 

0, 

M  — 

— 

2  rp' 

{^■^'P'Y 
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D'après  ces  valeurs,  la  formule  (i)  donne  immédiatement 

(3)  ^yp'=a(i^p^)\ 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  nouvelle  équation  permet  d'éliminer  y  de  la  va- 
leur de  M',  en  sorte  que  Ton  a 

2  p 

Substituant  celte  valeur  et  celle  de  L'  dans  la  for- 
mule (îi),  il  vient 

Cette  équation  est  vérifiée,  soit  par  p  =« ,  ce  qui  re- 
présente un  cylindre,  soit  par 

(4)  .  =  i+î(,og;,4-^,H-A), 

b  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Occupons-nous  de  cette  dernière  solution  seule  inté- 
ressante. 

Si  Ton  éliminait  p  entre  les  équations  (3)  et  (4) ,  on 
aurait  l'équation  finie  de  la  courbe  génératrice  ^  mais 
cette  élimination  n'est  point  nécessaire  pour  trouver  la 
forme  de  la  couibe. 

Remarquons  d'abord  que 
l'on  peut  supposer  la  con- 
stante a  positive,  sans  nuire 
à  la  généralité  de  la  solution; 
car  le  signe  de  cette  constante 
ne  dépend  que  du  sens  suivant 
lequel  on  compte  les  coordon- 
nées positives.  La  constante  b 


X 
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dépend  du  point  de  Taxe  de  révolution  qui  est  pris  pour 
origine  des  coordonnées  ;  on  peut  donner  à  celte  constante 
telle  valeur  que  l'on  voudra ,  sans  que  la  forme  de  la 
courbe  soit  changée. 

Ceci  posé  5  l'équation  (  3  )  peut  s'écrire 

(5)  7?*— 2-^'+ 2p»4-i  =  o. 

Pour  une  valeur  positive  de  -  cette  équation  ne  peut. 

pas  être  satisfaite  par  des  valeurs  négatives  de  p.  Lorsque 

-  est  supérieur  à  2,  la  valeur  yt?  =ri,  substituée  dans  le 

premier  membre,  dgpne  un  résultat  négatif;  donc  il 
est  alors  deux  valeurs  positives  de  p  qui  vérifient  l'équa- 
tion, La  règle  de  Descartes  montre  qu'il  n'y  en  a  jamais 
un  plus  grand  nombre.  Les  valeurs  de  x  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  valeurs  de  p  sont  réelles ,  d'après  l'équa- 
tion (4).  Donc  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  in- 
finies. 

Lorsque  -  est  très-grand,  les  valeurs  p  = -?  ^  =  i/- 

rendent  négatif  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  5  on 
en  conclut  qufe  les  deux  valeurs  correspondantes  de  p  sont 
Tune  très -grande,  l'autre  très-petite.  C'est-à-dire  que  les 
deux  branches ,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent,  tendent  à 
devenir  parallèles ,  l'une  à  l'axe  des  / ,  T autre  à  l'axe  des 
X.  Elles  n'admettent  point  d'asymptotes,  car  x  converge 
vers  l'infini  lorsque  ^9  augmente  ou  diminue  indéfiniment. 

Chacune  des  dérivées  ^'  ^'  n'est  annulée  que  par 

une  seule  valeur  positive  de  p^  et  cette  valeur  est  la 
même  pour  les  deux  dérivées,  savoir  /?  =  v/3.  La  valeur 
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Y  8 

correspondante  de  -  est  — p*  Cette  valeur  rend  égales  les 

deux  racines  réelles  de  l'équation  (5).  Comme  alors  il  ne 
répond  aux  deux  racines  qu'une  seule  valeur  de  or,  il  s'en- 
suit que  les  deux  branches  de  la  courbe  viennent  se  toucher 
l'une  l'autre  en  un  point  A  ,  à  ce  point  leur  inclinaison 
sur  l'axe  des  x  est  de  60  degrés.  En  outre,  la  courbe  n'a 
pas  de  points  d'inflexion.  Le  point  A  est  un  point  de  re- 
broussement,  car  l'équation  (5)  n'est  vérifiée  par  aucune 

Y        .        ,  8 

valeur  réelle  de ;?  lorsque  -  est  ipférieur  «  — y=.*  Ce  point 

de  rebroussement  est  du  premier  genre ,  puisque,  à  partir 
de  ce  point,  y  croit  sur  l'une  des  branches  et  décroît  sur 
l'autre. 

La  plus  petite  valeur  de  y^  — =9  ne  peut  être  nulle; 

3  v/3 

car,  si  l'on  fait  a  =  o ,  la  surface  se  réduit  à  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe,  et  alors  la  pression  est  évidemment 
un  maximum  et  non  un  minimum.  Il  suit  de  là  que  la 
surface  de  moindre  pression  ne  peut  jamais  recouvrir 
entièrement  le  cercle  qu'on  obtient  en  la  coupant  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Mais  on  peut  faire 
en  sorte  que  l'ouverture  centrale  soit  aussi  petite  que  l'on 
veut.  Il  suiEt  pour  cela  de  donner  à  la  constante  a  une 
valeur  très-petite.  Cette  faible  valeur  de  la  constante 
n'empêche  pas  la  surface  de  s'étendre  indéfiniment  en 
longueur  et  en  largeur;  car  quelque  petite  que  soit 
cette  constante,  pourvu  qu'elle  ne  soit  point  nulle,  on 
peut  toujours  assigner  une  valeur  de  p  suffisamment 
grande  pour  que  x  et  y  dépassent  toute  quantité 
donnée. 

Ce  problème  est  l'un  des  premiers  exemples  du  calcul 
des  variations  que  Ton  rencontre  dans  les  écrits  des  géo- 
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mètres  du  dernier  siècle.  C'est  à  Newton  (*)  que  l'on  en 
doit  la  première  solution  ;  il  énonça ,  sans  la  démontrer, 
la  propriété  des  tangentes  représentée  par  l'équation  (3). 
Plus  tard  Fatio  Duiller  (')  donna  une  démonstration  ana- 
lytique ,  mais  elle  est  fort  compliquée.  L'Hôpital  (')  la 
simplifia  beaucoup.  Jean  Bernoulli  (*)  se  consola  de  n'a- 
voir pas  été  le  premier  à  résoudre  cette  intéressante  ques- 
tion, en  se  récriant  sur  la  facilité  du  problème,  qu'il  dit 
avoir  trouvé  sans  plume  ni  papier  pendant  qu'il  reposait 
sur  son  lit. 

On  trouve  dans  le  Traité  du  Native  j  de  Bouguer,  et 
aussi  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Paris  y  pour  l'année  i-^SS  ,  la  solution  d'un  problème  du 
même  genre  que  celui  qui  nous  occupe  :  Une  base  qui 
est  exposée  au  choc  d'unjluide  étant  donnée  ^  trouuer  le 
conoïde  dont  il  faut  la  cous^nr  pour  que  V impulsion  soit 
la  moindre  quil  est  possible.  Bouguer  entend  ici  par 
conoïde  une  surface  telle ,  que  les  sections  parallèles  à  la 
base  soient  semblables,  et  soient  percées  en  des  points  ho- 
mologues par  une  même  perpendiculaire  à  la  base;  cette 
droite  est  celle  qu'il  nomme  Yaxe  du  conoïde.  Il  arrive  à 
ce  résultat  digne  de  remarque,  que  le  conoïde  de  moindre 
résistance  au  mouvement  suivant  Taxe,  est  aussi  celui 
pour  lequel  la  résistance  suivant  l'axe  est  un  minimum 
quand  le  mouvement  est  oblique;  et  spécialement,  si  la 
base  est  un  demi-cercle  et  que  l'axe  passe  au  centre ,  la 
résistance  totale  est  un  minimum  quel  que  soit  le  mou- 
vement. * 


(')  Principia^Mh,  II,  prop.  34,  schol. 

(  ')  De  murorum  inclinatione  fruetiferas  ad  arbores  sustinendas;  Londres, 

1699- 

(')  Mcm.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris,  1699,  p.  107. 

{*)Acta  erudilorum,  1699,  P-  5i3,  et  1700,  p.  208. —  Opéra,  t.  I,  p.  307 
et  suiv. 


DIO 


MRC4NIQUE    RATIONNELLE. 


3.  Déterminer  la  figure 
d'équilibre  que  prend  une 
masse  liquide  placée  entre 
un  plan  honzontal  H,  un 
pian  vertical  Y  et  deux 
plans  M,  M'  perpendicu- 
laires aux  premiers,  lors- 
quelle  est  soumise  à  V action  d'un  courant  d'air  dirigé 
perpendiculairement  au  plan  V. 

Il  nous  suffit  de  déterminer  la  section  ÂP  faite  dans 
la  surface  libre  de  la  masse  liquide  par  im  plan  pa{*aUèle 
aux  deux  plans  M,  M'.  Prenons  l'origine  des  coordon- 
nées au  sommet  A ,  Taxe  des  x  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  et  l'axe  des  y  dirigé  en  sens  contraire  du 
courant. 

Soient  s  Tare  de  la  courbe  AP  compté  à  partir  du 
point  A,  (7  la  densité  du  liquide,  p  sa  pression,  v  la  vitesse 
du  courant,  p  la  densité  de  l'air  et  k  la  constante  définie 
dans  les  préliminaires. 

La  pression  étant  nulle  au  sommet  A ,  on  a ,  sur  un 
point  quelconque  P  de  la  courbe ,  en  vertu  de  la  pesan- 
teur du  liquide , 

Au  même  point,  la  pression  exercée  par  le  courant  d'aîrest 
Égalant  ces  deux  pressions,  et  posant,  pour  abréger, 


il  vient 


8^ 


=  2fl, 


x=z^a 


tlx^ 
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OU  bien 


*=v/"-^-'*. 


Cette  équation  a  pour  inté£;ralje,  conuneTon  sait, 


y=,  ^lax  —  j:'  -f-  «  arc  ces  - 


On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  que  la  courbe 
passe  à  l'origine . 

La  surface  libre  du  liquide  est  donc  une  surface  cylin- 
drique qui  a  pour  base  une  cycloïde  -,  le  rayon  du  cercle 

générateur  de  la  cycloïde  est  -^—t 

Euler,  à  qui  nous  empruntons  ce  problème,  a  consi* 
déré  le  cas  où  le  courant  d'air  est  incliné  à  l'horizon. 

ËULER,  Aeta  Acad,  Petrqp.  1777,  part.  I,  p.  190. 

4.  Déterminer  la*forme  et  le  mouvement  d'une  bulle 
qui  s^ élevée  à  traitera  un  liquide. 

Soient  QQ'  le  niveau  du  liquide, 
ABA'  un  demi-méridien  de  la  bidle. 
Prenons  pour  axe  des  x  l'horizon- 
tale OX  qui  passe  au  point  B  où 
la  tangente  au  méridien  est  ver- 
ticale. Nommons 

y  k  hauteur  au-dessus  de  cet  axe 
d'un  point  P  appartenant  à  la  bran- 
che supérieure *de  la  courbe  méridienne; 

y  la  distance  au  même  axe  d'un  point  P'  de  la  branche 
inférieure; 

b  la  distance  OA  ; 
b'  la  distance  OA' , 
5  l'arc  AP; 
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z  le  distance  du  point  O  au-dessous  du  niveau  QQ'  *, 
p»  la  vitesse  du  point  O  ou  —  —  \ 

0  la  densité  du  liquide  ambiant  ; 
(7  celle  de  la  bulle. 

Nous  admettrons  que  la  pression  exercée  par  le  liquide 
ambiant  sur  chacun  des  éléments  de  la  surface  de  la  bulle, 
est  égale  à  la  pression  qui  aurait  lieu  si  la  bulle  était  en 
repos,  plus  la  pression  due  à  la  vitesse  relative.  Nous 
supposerons,  comme  à  l'ordinaire,  cette  seconde  partie 
de  la  pression  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
De  plus,  comme  la  bulle  se  déforme  lentement,  nous 
pourrons  admettre,  sans  grande  erreur,  que  chaque  point 
de  la  surface  est  animé  de  la  même  vitesse  que  le 
point  O. 

Ceci  posé ,  nommant  k  la  constante  définie  dans  les 
préliminaires,  les  pressions  normales  exercées  aux  points 
B,  A,  P,  rapportées  à  l'unité  de  supface,  seront  respecti- 
vement 

ë?^^    ëpi^  —  ^) -^  ^p^S   8p{^ -y)  +  ^'P*''57r 

Or  la  pression  au  point  P  est  égale  à  la  pression  au 
point  A,-  plus  la  pression  due  à  une  colonne  fluide  de 
même  nature  que  la  bulle  et  d'une  hauteur  égale  à  la  dif- 
férence de  niveau  h  ^—y.  On  a  donc 

gp[z  —  j)  ^A^u'  —  =  g^/)  (z  —  *)  -+-  /-^«^'.-f-  ga  (  b  —/). 

De  même,  en  comparant  les  pressions  exercées  aux  points 
PetB,  on  trouve 

(0  8p{^  -  r)  H-  ^p^'  -jj,  =  gp*  —  g^X' 
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Ces  équations  donnent  les  suivantes  : 


g{p  —  ^) 


La  dernière  montre  que  la  branche  supérieure  APBest 
une  demi-cycloïde,  engendrée  par  un  cercle  de  diamètre  b 
roulant  sur  l'horizontale  OB. 

Considérons  dans  la  bulle  un  61et  vertical  PP'  de  très- 
petite  section  w.  Le  poids  de  ce  filet  est  wg^tj  (  y  -h/') , 
la  pression  qu'il  supporte  au  point  P  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  est  (i)  (ùg  [pz  —  ay),  et  la  pression  verticale 
qu'il  supporte  au  point  P'  est  wgp  {z-hy^)  5  donc  la  force 
accélératrice  qui  tend  à  le  soulever  a  pour  valeur 

On  trouverait  de  même ,  pour  l'expression  de  la  force 
accélératrice  qui  tend  à  soulever  le  filet  central  AA', 

p-><7  b' 

^     fT     b-hb'' 

Les  accélérations  verticales  des  diverses  molécules  de 
la  bulle  étant  peu  différentes  les  unes  des  autres ,  on  peut 
égaler  les  forces  accélératrices  des  deux  filets.  Il  en  résulte 
l'équation  du  mouvement, 


T.  =  g 


—  <r        b' 


et  ai>ssî 

On  voit  par  cette  dernière  relation  que  la  branche  infé- 

n.  33 
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Heure  A'P'B  est  une  demî-cycloïde  dont  les  ordonnées 
verticales  ont  été  diminuées  dans  un  même  rapport. 

Il  reste  à  déterminer  la  quantité  i'.  On  y  parviendra 
en  égalant  la  masse  connue  de  la  bulle ,  M,  au  produit  de 
la  densité  ff  et  du  volume  calculé  en  fonction  de  i'  à  Taide 
des  équatioTis  de  la  courbe  méridienne.  L'équation  est 

Remplaçant   y   par  -r  Jt  J  par  -  (i-hcosot)),    x  par 

-  (^  -+-  sinw) ,  et  intégrant  par  rapport  à  w  entre  les  li- 
mites o  et  TT,  on  trouve 

et ,  par  suite , 

h'  M  . 

D'après  cette  valeur  et  celle  de  b  ,  l'équation  du  mou- 
vement devient 

Si  la  bulle  est  liquide ,  l'équation  est  de  la  forme 
dv 

A  et  B  désignant  des  constantes.  On  sait  Fintégrer  une 
première  fois  en  quantités  finies. 

Si  la  bulle  est  gazeuse ,  on  devra  poser  a  =  hz^  h  étant 
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une  constante,  puis  remplacer  p*  par  —  --•,  alors  on  aura 

une  équation  du  second  ordre,  où  ne  figureront  que  les 
variables  zelt. 

Maupertuis  (*)  a  déterminé  le  mouvement  d'une  bulle 
d'air  en  la  supposant  sphérique.  Cette  hypothèse  étant 
certainement  bien  éloignée  de  la  vérité,  l'Académie  de 
Bruxelles  considéra  le  problème  comme  non  résolu ,  et  le 
mit  au  concours  pour  Tannée  1828. 

Pagahi, /ottr/?^/ de  M.  Crelle,  t.  XI,  p.  384;  ^834- 

5 .  On  suppose  un  liquide  oscillant  sous  V action  de  la 
pesanteur,  dans  un  siphon  qui  est  formé  de  deux  tubes 
verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de  même  dia- 
mètre. Il  s'agit  de  démontrer  que  la  pression  moyenne 
exercée,  pendant  chaque  oscillation  j  sur  un  élément  de 
la  paroi  du  tube  constamment  en  contact  av^ec  le  liquide, 
est  inférieure  à  celle  qui  s'exercerait  sur  le  même  élément 
si  la  colonne  liquide  était  en  repos. 

On  entend  par  pression  moyenne  exercée  pendant 
une  oscillation^  le  rapport 

oiip  représente  la  pression  à  V époque  /,  et  T  la  durée 
d'une  oscillation , 

Soient  p  la  densité  du  liquide  -, 

/  la  longueur  de  la  colonne  ; 

z  la  hauteur  du  liquide  dans  Tune  des  branches  verti- 
cales au-dessus  du  niveau  qui  convient  à  l'équilibre; 

h  la  distance  de  l'élément  considéré  au  même  niveau 


(')  Mém.  de  VAcad.  des  Se,  de  Paris,  1733,  p.  a55. 

33. 
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d'équilibre,  cette  distance  étant  comptée  positive  au- 
dessous  du  niveau^ 

^0  la  valeur  de  z  au  commencement  de  chaque  oscilla- 
tion. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  et  en  supposant  que 
le  mouvement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires  à 
l'axe  du  tube,  la  portion  de  la  colonne  liquide  qui  se  ter- 
mine vers  l'élément  considéré  doit  être  en  équilibre  sous 
les  actions  réunies  de  la  pression  p  qui  s'exerce  sur  la  base, 
du  poids  de  la  colonne  verticale  située  au-dessus  de  Félé- 
ment  âs^  et  d'une  force  égale  et  contraire  à  la  force  ac- 
célératrice de  la  même  colonne  verticale. 

On  a  donc  l'équation 

/?  =  ^p  (A  -+-  z)  -+-  p  {/i  4-  z)  ~ 
En  outre,  on  a  trouvé  précédemment  (page  498  ) , 
d-z 2g 


z'=.  z.  ces 


(v/f ')•  -Vi^- 


D'après  ces  valeurs,  il  vient 

'     P^t                       dt                                       cos-dt 
7^ =gpà T — •^-ê'P^^o^^i-^-j 

I      cos'  -—  de 

i  T  — bP'  / 

Si  le  liquide  était  en  repos,  la  pression  moyenne  serait 
gplr^  donc,  par  le  fait  même  des  oscillations,  la  pression 
moyenne  est  diminuée  de 

£pV 
/ 
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M.  Anatole  de  Caligny,  (*)  a  construit  sur  ce  principe 
un  appareil  très-simple,  composé  de  deux  tubes  seule- 
ment, qui  est  capable  d'élever  Feau  à  une  petite  hauteur, 
par  l'efifet  d'une  agitation  irrégulière  produite  dans  le  li- 
quide du  réservoir  supérieur.  C'est  encore  dans  cette  di- 
minution de  pression  occasionnée  par  le  mouvement  du 
liquide,  que  M.  de  Caligny  trouve  l'explication  de  ce  fait 
singulier,  que  certains  cours  d'eau  du  littoral  se  jettent 
dans  la  mer,  selon  toutes  les  apparences ,  bien  que  leur 
niveau  soit  moins  élevé  qu'elle. 

Combes  9  Journal  de  M.  Liouville,  t.  VIII,  p.  4o  ;  i843. 

6.  Calculer  directement  la  pression  totale  exercée 
contre  les  parois  d'un  tuhe,  dans  lequel  se  meut  un  li'^ 
quide  sous  l'action  de  forces  quelconques ,  en  supposant 
que  le  mouy^ement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires 
à  Faxe  du  tube. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires. 

Soient 

x^  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  qui 
forme  l'axe  du  tube  5 

s  l'arc  de  cette  courbe  qui  se  termine  au  point  [x^j^  z)  \ 

a  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  au  même  point 
fait  avec  l'axe  des  x  \ 

0)  l'aire  de  la  section  du  tube  faite  au  même  point-, 

1^  la  vitesse  du  liquide  qui  traverse  cette  section  5 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  qui  est  appliquée  aux  molécules  situées  sur 
cette  même  section  •, 

Pxds^  Pyds^p^ds  les  composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  pression  que  la  tranche  liquide  comprise  entre  les 
sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  s  ei  s  -\- ds  exerce 
contre  la  paroi  du  tube  ; 

(»)  Journal  de  M.  Liouville,  t.  VIII,  p,  23. 
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P^  la  pression  totale  que  le  liquide  exerce  sur  le  tube 
dans  la  direction  de  Taxe  des  x; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

^•>  *o>  *•>  ^01  ^0»  «^  ''^u  *iï  «!>  «n  ♦'i»  les  valeurs  de 
XfS^oLyfùjV  correspondantes  aux  extrémités  du  tube.    ' 

Si  l'on  exprime  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
sur  la  tranche  considérée,  il  vient 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  la  pression  totale 
exercée  dans  la  direction  de  Taxe  des  x  est  exprimée  par 
la  formule 

-,        -, ,       .         rf-x                                ,                          d.çcosa 
L  accélération  — —  peut  se  représenter  par — > 

mais  il  faut  observer  que  u  est  une  fonction  de  t  et  de  f ,  a 
une  fonction  de  5  seulement,  et  que  la  dérivée  est  ici 
une  dérivée  totale.  On  a  donc 

</'x  dp       d.pcosa  ds 

dt^  dt  ds        dt 

les  dérivées  qui  figurent  au  second  membre  étant  des  déri- 
vées partielles. 

De  plus,  on  a  les  relations 

dt         ' 

dv  dp^ 

-  =  "••'•'    *'dt  =  '"W 

Substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  P,,  od 
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obtient 

—  (-f^o  f^o  (  ^i  ces  a,  —  f'^  CCS  «0  ). 

Des  formules  semblables  donneraient  la  valeur  de  la 
pression  totale  qui  s'exerce  suivant  l'axe  des  y  et  suivant 
Taxe  des  z. 

Le  terme  qui  contient  la  dérivée  — *  disparait  quand  le 

mouvement  est  permanent. 

Si  les  forces  appliquées  au  liquide  se  réduisent  à  la  pe- 
santeur, alors ,  nommant  U  le  poids  du  liquide  contenu 
dans  le  tube  et  a  l'angle  que  fait  Taxe. des  x  avec  la  ver- 
ticale, on  aura 


P    I      Xw</y=ncosfl; 


et,  si  Ton  se  borne  à  considérer  le  mouvement  lorsqu'il 
est  devenu  permanent,  la  pression  totale  ne  sera  point 
changée ,  de  quelque  manière  que  l'on  courbe  le  tube , 
pourvu  que  les  extrémités  conservent  la  même  différence 
de  niveau  et  des  directions  parallèles  à  leurs  directions 
premières;  il  faut  néanmoins  exclure  les  coudes  brusques 
qui  changeraient  la  nature  du  mouvement. 

Ces  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois  par 
Euler.  La  démonstration  qui  précède  est  de  Coriolis 
{Journal  de  M.  Liouville,  t.  II,  p.  i3o;  1837). 

7.  Démontrer  directement  y  parlepnncipe  des  forces 
"visses  y  qiiune  "veine  liquide  ^  tombant  sur  un  plan  quelle 
ne  quitte  qu  après  auoir  perdu  toute  sa  "vitesse  perpen- 
diculaire au  plany  exerce  sur  cette  surface  une  pression 
normale  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse   rela^ 
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tiue  de  la  veine  et  du  plan ,  estimée  suii^ant  la  normale 

au  plan. 

J^xvi  Bernoulli  ,  Comment,  Petrop.y  1787,  p.  37. 
—  Opera^  t.  IV,  p.  4^^. 

8.  Revenons  à  l'hypothèse  d'après  laquelle  la  pression 
qui  s'exerce  entre  un  fluide  et  une  surface  solide,  dans 
leur  mouvement  relatif,  est  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale ,  et  propo- 
sons-nous les  problèmes  suivants. 

Troux^er  le  centre  de  pression  d^un  demi-cercle  qui 
tourne  autour  de  sa  base  dans  un  fluide  homogène. 

Le  centre  de  pression  est  situé  sur  le  rayon  qui  partage 
la  surface  en  deux  parties  symétriques,  à  une  distance  de  la 

base  égale  à  la  fraction  -zr-  du  rayon.  „,    „^ 

lOTT  *'  W.     W. 

9.  Un  cylindre  de  résolution,  homogène,  placé  debout 
sur  un  plan  horizontal,  est  exposé  au  choc  d'un  vent  gui 
souffle  dans  une  direction  parallèle  au  plan.  On  de- 
mande quelle  est  la  vitesse  du  vent  nécessaire  pour  ren- 
i^erser  le  cylindre,  en  supposant  la  surface  du  plan  de 
telle  nature,  que  le  cylindre  ne  puisse  pas  glisser. 

Si  l'on  nomme  P  le  poids  du  cylindre,  /sa  hauteur, 
p  la  densité  de  Pair,  k  la  constante  définie  dans  les  pré- 
liminaires et  i^  la  vitesse  cherchée,  on  trouve 

3P 


7.kpl'  W.  W. 

10.  Déterminer  la  forme  d^ équilibre  (Vune  voile  rec- 
tangulaire, dont  deux  côtés  opposés  sont  maintenus  dans 
des  directions  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires 
à  la  direction  du  vent. 

La  surface  cherchée  est  évidemment  une  jsurf  ace  cylin- 
drique. 
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On  trouve  que  la  section  droite  est  une  chaînette. 

Si  Ton  nomme  a  la  rapport  de  la  tension  de  la  voile 
dans  le  sens  perpendiculaire  aux  génératrices,  avec  la 
pression  que  le  vent  exercerait  sur  une  surface  plane  égale 
à  l'unité  et  qui  lui  serait  directement  opposée,  la  courbe 
peut  se  représenter  par  l'équation 


=\{f^'"-\ 


Ce  problème  fut  le  sujet  d'une  lutte  intéressante  entre 
les  deux  frères  Jacques  et  Jean  BernouUi  (^).  Le  premier 
trouva  la  solution  du  problème  dès  Tannée  1691,  et  le 
second  peu.  de  temps  après. 

H .  On  suppose  une  lame  rectangulaire ^  rigide^  extré- 
mement  mince ^  tout  entière  exposée  au  courant  d'un 
fluide  homogène  qui  la  frappe  perpendiculairement. 
Cette  lame  est  d^ abord  maintenue  immobile  ^  puis  tout  à 
coup  on  la  laisse  libre  de  tourner  autour  de  l'une  de  ses 
arêtes  gui  reste  fixe.  Il  s'agit  de  trouver  à  quelle  dis-- 
tance  de  l'axe  de  rotation  sont  situés  les  points  qui,  au 
premier  instant^  ont  une  vitesse  égale  à  celle  dujluidcy 
le  poids  et  le  moment  d'inertie  de  la  lame  étant  négli- 
geables. 

Nommant  x  le  rapport  de  la  distance  cherchée  à  la 
longueur  de  la  lame  dans  le  sens  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation ,  on  arrive  à  T  équation 

3 

d'où  l'on  tire 

x  =  o,65. . . . 

DncBEST,  Essais  sur  les  machines  hydrauliques,  p.  267  j 

»77^ 

(*)  Voir  l'histoire  de  ce  problème  dans  les  Acta  erudUorum,  lôgS;. 
p.  546,  ou  bien  dans  les  Œuvres  de  Jacques  BernouUi;  t.  I,  p.  6i53. 
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*  SECTION    II. 
MACHINES  MISES  EN  MOUVEMENT  PAR  LES  FLUIDES. 

1 .  Équation  de  la  transmission  du  tras^ail  appliquée 
aux  roues  hydrauliques  en  général.  —  Nous  nous  pro- 
posons ici  de  calculer  le  travail  moteur  que  Feau  transmet 
aux  principales  roues  hydrauliques,  lorsque  le  mouve- 
ment de  la  machine  peut  être  considéré  comme  uniforme, 
et  celui  du  liquide  comme  permanent.  Ce  calcul  nous 
donnera  des  indications  précieuses  sur  la  valeur  dyna- 
mique et  la  disposition  la  plus  convenable  de  ces  récep- 
teurs. Commençons  par  établir  l'équation  générale. 

Imaginons  dans  la  colonne  d'eau  deux  sections  perpen- 
diculaires au  courant  et  très-voisines  de  la  roue,  l'une  en 
amont,  l'autre  en  aval.  C'est  à  la  masse  liquide  comprise 
entre  ces  deux  sections ,  à  une  époque  donnée ,  que  nous 
allons  appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail. 

Soient 

u  la  vitesse  moyenne  du  liquide  dans  la  section  en 
amont  ;  . 

u^  la  vitesse  moyenne  dans  la  section  en  aval  ; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  deuxième  section 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
première  section; 

Q  le  volume  du  liquide  qui  traverse  chacune  des  sec- 
tions pendant  l'unité  de  temps; 

p  la  densité  du  liquide,  ou  le  poids  de  l'unité  de  vo- 
lume divisé  par  le  nombre  g\ 

Tf  le  travail  produit  pendant  F  unité  de  temps  par  les 
frottements  et  actions  mutuelles  du  liquide  agité; 

T,„  le  travail  dû  à  la  pression  de  la -roue  sur  le  liquide 
pendant  l'unité  de  temps,  kquel  est  égal  au  travail  moteur 
transmis  par  le  liquide  à  la  roue. 
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L'accroissement  de  force  vive  de  la  masse  liquide,  pen- 
dant l'instant  infiniment  petit  dt  qui  suit  l'époque  con- 
sidérée, est-pQ(f/* — ^'*)  dt.  Le  travail  des  forces  qui 

agissent  sur  cette  même  masse  liquide  comprend  le  tra- 
vail de  la  pesanteur  gpQhdt^  le  travail  — Tfdt  et  le 
travail  — T,ndt.  On  a  donc 

Lpq{i/^^ç^)dt  =  gpQhdt^Tfdt^T„.dt, 

et  5  par  suite, 

(A)  T„=^pQA4-ipQ(p'-/')^T/. 

Quand  il  s'agît  d'établir  une  roue  hydraulique,  les 
quantités  données  sont  ordinairement  la  dépense  Q  et  la 
hauteur  de  la  chute,  c'est-à-dire  la  différeùce  de  niveau 
entre  deux  réservoirs  situés  l'un  en  amont  de  la  roue , 
l'autre  en  aval,  dans  lesquels  la  vitesse  de  l'eau  est  nulle 
ou  très-petite. 

Nous  désignerons  cette  hauteur  de  chute  par  H. 

On  devra  employer  une  partie  ho  de  la  hauteur  H 
à  faire  acquérir  à  la  colonne  liquide  la  vitesse  i^  avec 
laquelle  elle  doit  arriver  sur  la  roue-,  l'autre  partie  de 
la  hauteur  de  chute  sera  employée  tout  entière  à  faire 
agir  l'eau  sur  le  récepteur,  autrement  on  n'utiliserait 
point  toute  la  chute.  De  plus,  on  évitera  autant  que 
possible  les  pertes  de  force  vive  dans  le  canal  d'amenée , 
afin  de  procurer  la  vitesse  (^  avec  la  plus  petite  hauteur 
^possible  Hq. 

Admettons  qu'on  soit  parvenu  à  éviter  ces  pertes. 
Alors  on  aura 

et{A)  . 
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Celte  formule  nous  montre  que  le  travail  utile  T„  ne 
peut  jamais  surpasser  la  quantité  g^pQH,  et  s'en  ap- 
proche d'autant  plus  que  t^'  et  Tf  sont  plus  petits.  De  là 
résulte  cette  double  condition  du  bon  rendement  des  roues 
hydrauliques  ,  çue  l'eau  arrive  sur  la  roiie  sans  choc  y  et 
la  quitte  sans  vitesse, 

La  quantité  g'pQH ,  qui  mesure  le  travail  de  la  pesan- 
teur dans  le  passage  de  l'eau  du  bief  supérieur  au  bief 
inférieur ,  est  ce  qu'on  nomme  la  puissance  absolue  de  la 
chute. 

2.  Roue  à  au- 
gets,  —  On  peut 
admettre,  avec  une 

approximation 
suffisante  ,  que 
Feau  reçue  dans 
les  augets  prend  la 
vitesse  de  la  roue, 
et  en  sort  avec  la 
même  vitesse. 

L'eau  arrivant 
sur  la  roue  avec 
la  vitesse  f^ ,  chan- 
ge donc  rapide  - 
ment  cette  vitesse 
contre  la  vitesse 
{*'  de  la  circonfé- 
rence extérieure  de  la  roue.  Ce  changement  de  vitesse 
accuse  un  travail  résistant  Ty,  égal  à  la  demi-somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  (voyez  p.  4y^). 
Si  Ton  nomme  w  la  vitesse  perdue ,  qui  n'est  autre  que 
la  vitesse  de  Feau  affluente  relativement  à  la  circonfé- 
rence extérieure  de  la  roue ,  on  aura 


«/'  =  ♦>'+  /= 


nvp'  cos(py), 
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et ,  par  conséquent , 

T^t=:ipQ[p'4-  p'^—  2cp'cos(py)]. 

Si  Ton  pouvait  admettre  que  les  augets  se  vident  in- 
stantanément,  lorsqu'ils  arrivent  à  l'extrémité  de  la  roue 
qui  touche  la  surface  du  bief  inférieur,  le  travail  de  la 
pesanteur  serait  g  pQh  ,  et  Ton  aurait  (A) 

(i)  T,„=rg^pQ)^-f-pQ(''[ccos(p,/)-p'l- 

Cette  formule  n'est  applicable  qu'aux  roues  lentes  dont 
les  augets  ne  sont  point  remplis  entièrement  5  encore,  pour 
la  faire  concorder  avec  les  résultats  de  l'expérience,  faut- 
il  multiplier  le  terme  gpQh  par  uu  coeflScient  de  correc- 
tion égal  à  0,78  si  les  augets  sont  remplis  à  moitié,  égal 
à  o,65  si  les  augets  sont  remplis  aux  deux  tiers. 

Pour  construire  une  formule  plus  exacte ,  il  est  néces- 
saire de  connaître  la  quantité  d'eau  que  renferme  chaque 
auget  dans  une  position  donnée. 

Considérons  une  molécule  M,  située  à  la  surface  du  li- 
quide qui  est  renfermé  dans  l'auget.  La  pesanteur  g  et  les 
forces  égales  et  contraires  aux  forces  accélératrices  qui 
produiraient  le  mouvement  de  la  molécule,  si  elle  était 
libre,  doivent  se  faire  équilibre  sur  cette  molécule  en 
vertu  des  liaisons,  et,  par  conséquent,  doivent  avoir  une 
résultante  normale  à  la  surface  du  liquide.  Or  le  mou- 
vement réel  de  la  molécule  diffère  peu  d'un  mouvement 
circulaire  uniforme,  égal  à  celui  de  la  roue,  en  sorte  que 
les  secondes  forces  se  réduisent  à  peu  près  à  la  force  cen- 
trifuge. 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  de  la  roue ,  r  la  distance 
de  l'axe  à  la  molécule  considérée,  R  la  résultante  de  la 
pesanteur  g  et  de  la  force  centrifuge  co*  r,  et  I  le  point  où 
la  direction  de  cette  résultante  rencontre  le  rayon  verti- 
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cal  OI  qui  est  situé  avec  la  molécule  M  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue. 

n  est  aisé  de  voir,  par  la  considération  de  deux  trian- 
gles semblables,  que  Ton  a  l'égalité 

5î=4,    d'où    01=  £. 

La  position  du  point  I  déterminée  par  cette  dernière  re- 
lation étant  indépendante  de  la  distance  r,  il  s'ensuit 
que  les  normales  aux  différents  points  de  la  surface  du 
liquide  s'appuient  toutes  sensiblement  sur  une  même 
droite  horizontale  I,  située  avec  l'axe  de  la  roue  dans 
un  même  plan  vertical.  La  surface  de  Veau  dans  chaque 
auget  est  donc  à  peu  près  celle  d*un  cylindre  circulaire, 
dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  de  la  roue  y  et  situé  dans 
le  même  plan  ^vertical,  à  une  hauteur  au-dessus  de  cette 

et 

droite  égale  à  —• 

D'après  cela,  il  est  facile  de  déterminer  la  position  de 
l'auget  où  le  déversement  commence.  A  cet  effet,  on  tra- 
cera le  profil  de  la  roue  et  lés  profils  circulaires  des 
surfaces  de  niveau  qui  passent  au  bord  de  chaque  auget; 
on  aura ,  par  cette  construction ,  le  profil  du  plus  grand 
volume  d'eau  que  chaque  auget  puisse  contenir;  ce 
volume  pourra  se  calculer  approximativement  par  la 
méthode  des  quadratures.  Après  quelques  tâtonnements, 
on  trouvera  la  position  de  Tauget  où  ce  volume  est  sensi- 
blement égal  au  volume  d'eau  reçu ,  lequel  est  égal  au 
quotient  du  volume  Q  par  le  nombre  des  augets  qui 
passent  dans  l'unité  de  temps.  Cette  position  sera  la  posi- 
tion cherchée. 

Soient  hl  la  hauteur  du  bord  de  l'auget  où  le  dévei^ 
sèment  commence  au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur, 
q  le  volume  variable  de  l'eau  qui  reste  dans  l'auget  lors- 
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qu'îl  descend  au  bas  de  la  roue ,  et  »  le  nombre  des  au- 
gets  qui  passent  dans  l'unité  de  temps. 

Pendant  que  la  roue  tourne  de  Fîntervalle  compris  entre 
deux  augets  consécutifs ,  l'eau  contenue  dans  les  augets 
qui  ont  commencé  à  se  vider,  produit  par  son  poids  un 
travail  égal  à  celui  que  produit  l'eau  contenue  dans  un 
seul  auget,  pendant  tout  le  temps  que  cet  auget  met  à 
se  vider.  Le  travail  de  la  pesanteur  pendant  l'unité  de 
temps  est  donc 

gpQ.(h'^h')'i-gpn  J       qdh. 

L'intégrale  i  gdh  se  calculera  par  la  formule  de  Tho- 
mas Simpson.  On  mesurera  sur  le  profil  le  volume  d'eau 
qui  reste  dans  l'auget  pour  cinq  positions,  correspon- 
dantes aux  hauteurs  du  bord  o,  -7  h\  -  h\  -rh^  h\  Nom- 

4      2    '4   ' 

mant  ^o  ?  <7i  ?  ^s  ?  ^s  ?  9*  ces  volumes ,  on  aura  ,  avec  une 
approximation  suffisante , 


£ 


o  12 

Ainsi,  quand  on  tient  compte  du  temps  que  les  augets 
mettent  à  se  vider,  la  formule  qui  exprime  le  travail 
moteur  est 

A' 
4-  pQ/[«'  cos(  Pyç)~-  p']. 


Si  l'on  suppose  Q  9  ^o  ?  ^i  9  •  •  •  9  exprimés  en  mètres 
cubes ,  h  et  h!  en  mètres ,  i^  et  p''  en  mètres  par  seconde 
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et  T«  en  kilogrammètres ,  la  formule  devient 

T„  =  ioooQ(A-A')4-  ^^^A'[yo  + 29,-4-4(^1 4-^3) 4-^4] 

-+-ioaQ«/[<'cos(i',«^)  — r']. 

Le  quotient  de  ce  nombre  par  7 5  est  le  nombre  de 
chevaux  qui  mesure  la  force  de  la  roue. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  d'accord  avec 
les  résultats  d'expériences  faites  dans  des  circonstances 
très-variées.  Elle  est  due  à  M.  Poncelet. 

On  voit  que,  toutes  choses  égales,  le  travail  utile  aug- 
mente à  mesure  que  l'angle  (t^,  t^)  diminue 5  mais  cet 
angle  ne  sera  jamais  nul ,  sinon  l'eau  n'entrerait  pas  dans 
les  augets.  Il  faudra  toujours  donner  aux  augets  une  dis- 
position convenable  pour  que  l'eau  s'introduise  facile- 
ment, sans  qu'aucune  partie  soit  rejetée  au  dehors. 

Si  l'on  admet  la  relation  i^  =  ^2  gh^ ,  la  formule  (2) 
peut  s'écrire 

Vf 

f>Q[p*-f-  2/'  —  2  w'cos(ï',  p'j]. 

Sous  cette  forme  ,  on  voit  que  le  travail  résistant  repré- 
senté par  le  dernier  terme  décroît  à  mesure  que  les  vi- 
tesses j^  et  1/  diminuent  \  de  plus ,  à  mesure  que  la  vitesse 
de  la  roue  diminue ,  la  somme  des  deux  premiers  termes 
s'approche  d'être  égale  à  la  puissance  vive  de  la  chute. 
Donc  il  y  a  de  l'avantage  à  amener  l'eau  avec  une  petite 
vitesse  et  à  faire  tourner  la  roue  lentement.  La  vitesse 
de  I  mètre  à  la  circonférence  donne  en  général  les  meil- 
leurs résultats. 

3.  Roue  de  côté  à  aubes  planes  emboîtées  dans  un  cour' 


sier  circulaire. 
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La  théorie  de  cette  roue  est  semblable  à 


celle  de  la  roue  à  augets.  Les  espaces  fertiiés,  compris 
entre  les  aubes  et  le  coursier,  tiennent  lieu  des  augets  \ 
mais,  comme  l'eau  ne  s'échappe  qu'au  bas  de  la  roue,  on 
doit  s'en  tenir  à  la  première  formule 


T„=g-pQA- 


Les  mêmes  considérations  relatives  aux  vitesses  et  à 

Tangle  [v^^  v')  s'appliquent  ici.  Il  convient  donc  que  l'angle 

(j^,  ^)  soit  le  plus  petit  possible,  et  que  les  vitesses  i^  et  v' 
soient  peu  considérables.  On  observera,  en  outre,  que  l'ori 
ficepar  lequel  Peau  débouche  du  bief  supérieur,  étant  pé 
riodiquement  obstrué  par  le  passage  des  aubes,  il  en  résulte 
une  perte  de  force  vive  qu'il  importe  de  diminuer  autant 
que  posèible.  On  atteindra  ce  but  en  dirigeant  la  vitesse 
relative  w  vers  le  centre  de  la  roue  parallèlement  aux 
aubes. 

Le  jeu  qui  existe  toujours  entre  les  aubes  et  le  coursier, 
et  le  frottement  du  liquide  contre  les  parois  du  coursier, 
IL  34 
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font  que  la  formule  précédente  donne  un  travail  trop  con- 
sidérable. Pour  la  faire  concorder  avec  les  résultats  de 
l'expérience ,  il  faut  multiplier  le  second  membre  par  un 
coefficient  de  correction  qui ,  dans  le  cas  d'un  orifice  en 
déversoir,  est  égal  à  0,799. 

Ainsi»  quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  h  en 
mètres ,  i^  et  1^  en  mètres  par  seconde  et  T«  en  kilogram- 
mètres ,  on  a  sensiblement 

T-.=  799QJ^'-^^[^cos{.,p')~p']]      • 

4.  Roue  en  dessous  à  aubes  planes  embotlées  dans  un 
coursier.  —  Nous  suivrons  ici  une  marche  un  peu  dîfié- 
rente.  Considérons  la  colonne  liquide  qui  se  trouve  com- 
prise, à  une  époque  donnée,  entre  deux  sections  AB,  A'B' 
perpendiculaires  au  courant,  l'une  en  amont  de  la  roue , 
Tautre  en  aval. 


k'  A 

Soient 

V  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  AB  5 
if'  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  A'  B'; 
/  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  fond  du  coursier 
sur  la  section  d'amont; 

P  la  hauteur  analogue  sur  la  section  d'aval  5 
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Q  le  volume  de  l'eau  qui  traverse  chaque  action  dans 
l'unité  de  temps  5 

F  la  composaute  des  actions  de  la  roue  sur  la  colonne 
liquide  en  sens  contraire  du  courant , 

P  la  somme  des  composantes  parallèles  au  courant 
de  toutes  les  autres  pressions  que  supporte  la  colonne 
liquide  ; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

m  la  masse  de  l'une  de  ses  molécules  ; 

X  la  distance  dç  cette  molécule  à  un  plan  fixe  parallèle 
à  l'une  des  sections  extrêmes,  cette  distance  étant  comptée 
positive  dans  le  sens  du  courant. 

Exprimant  que  les  composantes  horizontales  des  forces 
perdues  se  font  équilibre  sur  la  colonne  considérée,  il 
vient 

La  somme  ^  m  -—  est  la  dérivée  de  la  quantité  de 

mouvement  de  la  colonne  liquide,  prise  par  rapport  au 
temps.  Puisque  le  mouvement  est  permanent,  l'accrois- 
sement de  la  quantité  de  mouvement,  pendant  l'instant 
infiniment  petit  dt  qui  suit  Tépoque  considérée,  se 
réduit  à  la  différence  entre  les  quantités  de  mouve- 
ment des  deux  petites  parties  du  liquide  qui  traversent 
les  plans  fixes  A'  B',  AB  pendant  le  même  instant,  savoir 
pQdtx^ — pQdtXr,  La  dérivée  est  donc  pQ{^ — ^). 

Par  suite,  ^m  -^  =  pQ  (v/—i^). 

La  somme  P  comprend  la  pression  atmosphérique ,  la 
résistance  due  au  frottement  contre  les  parois  du  cour- 
sier, et  enfin  les  pressions  exercées  par  le  liquide  adja- 
cent aux  extrémités  de  la  colonne.  Les  composantes  ho- 
rizontales des  pressions  qui  proviennent  de  l'atmosphère 

34. 
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font  évidemment  une  somme  nulle.  La  résistance  qui 
naît  du  frottement  est  peu  considérable,  vu  la  petite 
longueur  de  la  colonne  -,  on  peut  la  négliger.  Ainsi  P  se 
réduit  à  la  somme  algébrique  des  pressions  exercées  aux 
extrémités  de  la  colonne.  Si  l'on  observe  que  les  aires  des 

sections  AB,  A'B'  sont  respectivement  -?  ~î  il  vient 


^  Q  ^'  Q 

OU  bien,  puisque  / V  =  /^^, 

La  pression  F  mesure  l'effort  horizontal  que  supporte 
la  i'oue.  On  peut,  sans  erreur  considérable ,  supposer  cette 
force  appliquée  sur  la  circonférence  extérieure,  laquelle 
possède  à  peu  près  la  vitesse  u\  et  négliger  le  travail  utile 
provenant  des  actions  verticales^  alors  on  aura 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i) ,  il  vient 

T„=pQ/(.-i>)^  Lgpqi(l^-.'iy 

Lorsque  les  quantités  ^',  Q ,  /  sont  données ,  la  vitesse 
i^  qui  rend  un  maximum  l'expression  précédente  du  tra- 
vail moteur,  vérifie  l'équation  dérivée, 


(J      V2-+-4.')(.).     4%^ 


ce  qui  donne  une  valeur  du  rapport  -  un  peu  supérieure 


,   I 

2 
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Quand  en  exprime  Q  en  mètres  cubes,  /  en  mètres,  i^ 
et  i^'  en  mètres  par  seconde  et  T,„  en  kilogrammètres ,  la 
formule  devient 

T«  =  1 02Qp'  {i'  -  P')  -  5oo  Q/  (^,  -  ^y 

Cette  formule  est  due  à  M.  Bélanger.  Avant  cet  auteur, 
on  négligeait  la  différence  du  niveau  en  amont  et  en 
aval  de  la  roue*,  en  sorte  que  le  second  terme  de  la  for- 
mule disparaissait,  bien  qu'il  ne  soit  nullement  négli- 
geable vis-à-*vis  du  premier. 

Les  roues  en  dessous  à  aubes  planes  n'utilisent  qu'une 
faible  fraction  de  la  puissance  absolue  de  la  chute  •,  sous 
ce  rapport  elles  sont  bien  inférieures  aux  roues  dont  nous 
avons  parlé  ou  dont  nous  parlerons  dans  la  suite.  Ce  dé- 
faut vient  en  grande  partie  de  ce  que  Teau  est  forcée 
de  changer  brusquement  sa  vitesse  pour  prendre  celle 
des  aubes. 

5.  Boue  en  dessous  à  aubes  courbes  emboîtées  dans  un 
coursier, — M.  Poncelet  (*)  évite  Tinconvénient  que  nous 


(*)  Mémoire  sut  les  roues  à  aubes  courbes;  1827. 
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venons  de  signaler,  en  remplaçant  les  aubes  planes  par  des 
aubes  cylindriques  présentant  leur  concavilë  au  courant. 
La  courbure  de  ces  aubes  est  k  volonté,  pourvu  qu'elle 
soit  continue;  on  fait  ordinairement  la  section  circulaire. 

Admettons  que  les  molécules  liquides  arrivent  sur 
l'aube  avec  une  vitesse  i^,  dirigée  dans  le  plan  tangent  au 
pr^ier  élément  de  la  surface ,  et  que,  pendant  le  temps 
peu  considérable  que  chaque  molécule  reste  en  contact 
avec  l'aube ,  cette  surface  puisse  être  considérée  comme 
se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  dans  la  direction 
de  la  vitesse  ^^  avec  une  vitesse  constante  ^'','  égale  à  celle 
de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Calculons  dans 
cette  hypothèse  le  travail  qu'une  molécule  liquide  de 
masse  m  transmettrait  à  la  roue,  si  le  mouvement  de 
cette  molécule  n'était  nullement  gêné  par  le  liquide  af- 
fluent, et  que  le  frottement  contre  la  surface  de  l'aube 
fût  négligeable. 

Le  mouvement  de  translation  commun  à  l'aube  et  à  la 
molécule  liquide,  pendant  qu'elles  sont  en  contact,  n'aura 
pas  d'influence  sur  leur  mouvement  relatif;  de  sorte  que 
la  molécule  liquide,  après  s'être  élevée  sur  l'aube,  ac- 
querra, en  descendant  au  bas  de  la  surface,  une  vitesse 
relative  égale  et  contraire  à  la  vitesse  relative  p»  —  ^' 
qu'elle  possédait  à  son  arrivée.  La  vitesse  absolue  de  la 
molécule  liquide  à  sa  sortie  de  l'aube  sera  donc 

La  force  vive  perdue  pendant  son  action  sur  l'aube  sera 

/w  [p'  —  ( 2 (/  —  py]  =  4 rnf/  (v  —  p'), 
et  le  travail  communiqué  à  la  roue , 

inw'  [v  —  v'). 
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Il  en  résulte  que,  en  représentant  par  Q  le  volume  d'eau 
admis  dans  la  roue  pendant  F  uni  té  de  temps ,  le  travail 
moteur  serait  donné  par  la  formule 

T«=  apQp'{p  — P'), 

si  nos  hypothèses  étaient  réalisées.  Le  maximum  du  tra- 
vail moteur  répondrait  à  -=  -i  et  serait  égal  à  la  puis- 
sance absolue  de  la  chute. 

Mais  les  suppositions  sur  lesquelles  se  fonde  cette 
théorie  sont  trop  éloignées  de  la  réalité ,  pour  qu'on  doive 
regarder  la  formule  obtenue  comme  représentant  avec 
quelque  exactitude  le  travail  de  la  roue  à  aubes  courbes. 
Il  paraît  fort  diflScile  de  donner  à  ce  sujet  une  théorie 
complètement  satisfaisante. 

Les  expériences  ont  appris  que  le  maximum  de  Teffet 
utile  répond  à  -  r=  o,55  ,  et  ne  dépasse  pas  les  0,70  de  la 

puissance  absolue  de  la  chute. 

Quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  1^  et  ^'^  en 
mètres  par  seconde,  et  T,„  en  kilogrammètres ,  on  a  sen- 
siblement : 

Pour  des  chutes  de  2"  et  au-dessus , 

Pour  des  chutes  de  i"*,5o  à  2'", 

T„=i32Qp'(p-i;'); 
Pour  des  chutes  au-dessous  de  i'",5o, 
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6.  Roue  à  aubes  pla^ 
nés  pendantes  dans 
un  courant  à  grande 
section, —  On  n'a  pas 
encore  une  théorie 
exacte  de  la  roue  à 
aubes  planes  •  pen  - 
dantes  dans  un  cou- 
rant à  grande  section. 
^^^On  connaît  trop  peu 
T^  les  lois  du  mouve  - 
^^  ment  des  fluides  pour 
être  à  même  de  calculer  directement  Faction  du  courant 
sur  les  aubes.  Les  premiers  géomètres  (*)  qui  ont  traité 
cette  question  ont  admis  que.  la  pression  est  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse  relative,  conformément  à  l'by- 
po thèse  étudiée  dans  la  Section  précédente.  Mais  les  for- 
mules auxquelles  ils  sont  parvenus  ne  s'accordant  point 
avec  les  résultats  de  Texpérience, l'hypothèse  a  été  rejetée. 
M.  Poncelet  a  reconnu  que  le  travail  transmis  est  re- 
présenté assez  exactement  par  la  formule 

T«=8ooApp'(f>  — t^'), 

dans  laquelle  A  est  Taire  de  la  partie  immerçée  de  l'aube 
verticale,  exprimée  en  mètres  carrés 5  u'  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  cette  aire,  exprimée  en  mètres  par  se- 
conde; v^  la  vitesse  du  courant,  mesurée  à  la  surface  5  T,„  le 
nombre  de  kilogrammètres  fournis  en  une  seconde. 

Cette  formule  exprime  que  le  travail  moteur  est  égal  à 
celui  qui  serait  transmis,  si  Feau  agissait  constamment 
sur  une  seule  aube  placée  dans  une  position  verticale,  en 
exerçant  une  pression  proportionnelle  à  la  vitesse  i^  du 


(')  FoiV  Bossut,  Hydrodynamique,  t.  Il,  p   ^\\  ^^ '^99 
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courant  et  à  la  différence  u  —  u^  entre  la  vitesse  du  courant 
et  celle  de  Taube. 

D'après  la  formule,  le  maximum  du  travail  répondrait 

à  -  =  -  5  mais  l'expérience  a  montré  qu'il  est  préférable 
de  prendre  -  =  o,4o- 

7.  ^iles  des  moulins  à  vent.  —  Nous  supposerons 
l'arbre  qui  porte  les  ailes  parallèle  à  la  direction  du  vent, 
et  la  surface  des  ailes  engendrée  par  une  ligne  droite  de 
longueur  constante ,  qui  glisse  sur  un  bras  perpendicu- 
laire à  l'arbre,  en  restant  elle-même  perpendiculaire  à 
ce  bras.  C'est  la  disposition  la  plus  ordinaire,  et  aussi 
celle  qui  paraît  susceptible  de  donner  les  meilleurs  ré- 
sultats. 

Nous  partagerons  la  surface  de  l'aile  en  éléments  com- 
pris entre  deux  génératrices  consécutives,  et  nous  consi- 
dérerons chacun  de  ces  éléments  comme  situé  dans  le  plan 
déterminé  par  le  bras  et  par  l'une  des  deux  génératrices; 
Taire  de  cet  élément  aura  pour  mesure  le  produit  de  la 
largeur  de  l'aile  par  la  plus  courte  distance  des  deux  gé- 
nératrices. 

Soient 

/  la  largeur  constante  de  l'aile  ; 

rla  distance  de  l'axe  à  l'un  des  éléments  de  la  surface-, 

^0  et  Ti  les  valeurs  extrêmes  de  r  5 

<p  l'angle  que  le  plan  de  l'élément  considéré  fait  avec 
la  direction  d*u  vent  5 

i^  la  vitesse  du  vent; 

w  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  qui  porte  les  ailes; 

p  la  densité  de  l'air,  ou  le  poids  d'un  volume  d'air  égal 
a  Tunîté  divisé  par  le  nombre  g  ; 

k  un  coefficient  constant  ([ue  Tobservation  détermi- 
nera. 
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D'après  rhypothèse  admise  dans  la  Sectix)n  précédente, 
la  pression  exercée  par  le  vent  sur  Félément  de  l'aile  sera 
le  produit  des  constantes  k  et  p  par  la  surface  Idr  et  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément.  Or  la  projection  de  la  vitesse  du  vent  sur  la  di- 
rection de  la  normale  est  t^  sin  y ,  et  la  projection  de 
la  vitesse  de  l'élément  lui-même  est  corcosç-,  donc  la 
pression  sera 

kpl(v  sin  ff  —  wr  cos^)'  dr. 

Il  en  résulte  que  le  travail  moteur  élémentaire  aura 
pour  valeur 

Apl(osinff  —  «r  cos (^Y  dr\ u r  cosy  dt\ 

et,  si  le  mouvement  est  uniforme,  le  travail  moteur  déve- 
loppé pendant  Tunité  de  temps  sur  l'aile  entière  sera 

I      (psinç  —  wrcoS(p)' wrcos^c/r. 

Supposant  données  la  largeur  des  ailes  et  les  distances 
de  leurs  extrémités  à  Taxe,  on  peut  déterminer  la  cour- 
bure de  la  surface  des  ailes,  de  manière  que  le  travail  mo- 
teur ait  la  plus  grande  valeur  possible,  quelle  que  soit  la 
vitesse  angulaire.  Ceci  revient  à  trouver  la  fonction  de  r 
qui,  substituée  à  f ,  rend  un  maximum  l'intégrale  (i). 

Puisque  chaque  élément  de  l'intégrale  ne  dépend  que 
d'un  seul  élément  de  la  surface,  et  en  aucune  façon  des 
éléments  voisins,  la  somme  sera,  un  maximum,  si  le  tra- 
vail exercé  sur  chaque  élément  de  la  surface  est  séparé- 
ment un  maximum.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 

que  la  fonction  comprise  sous  le  signe    I  ait  une  dérivée 

nulle  relativement  à  la  variable  <p.  Egalant  la  dérivée  à 
zéro,  après  avoir  supprimé  le  fadeur  [\'  sinç  —  o)r  cosç), 
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qui  ne  saurait  être  nul  sans  que  le  travail  ne  soit  nul 
lui-même,  il  vient 

(2)     a  (pcosy  +  ursinip)  cosy  —  sinç  (i^  sinf  —  wrcosip)  =;o; 

d'où  Ton  tire 


(3)  tan6,  =  :^^+t/U^      + .. 


Celte  dernière  équation  détermine  la  forme  la  plus 
avantageuse  des  ailes,  pour  une  vitesse  angulaire  qui  est 
dans  un  rapport  donné  avec  la  vitesse  du  vent.  Le  radical 
y  est  pris  avec  le  signe  -h-,  car  autrement  tangç  serait  né- 
gatif, et  le  vent  frappant  les  ailes  par  derrière ,  le  travail 
ne  serait  plus  moteur. 

Pour  épuiser  complètement  la  question  du  maximum 
d'effet,  il  faut  encore  trouver  quel  est  le  rapport  de  la 
vitesse  angulaire  des  ailes  à  la  vitesse  du  vent  qui  assure 
le  plus  grand  travail,  quand  la  surface  des  ailes  vérifie  l'é- 
quation (3). 

Cette  valeur  du  rapport  -  annule  la  dérivée  de  l'inté- 
grale (  I  ) ,  prise  par  rapport  à  w  en  y  considérant  (f  comme 
unefonction  de  w  donnée  par  l'équation  (3).  Ainsi,  nom- 
mant Via  fonction  comprise  sous  le  signe  /  5  on  a  l'équa- 
tion 

dans  laquelle   on  doit  substituer  sous  le  signe  /  la  va- 
leur (3)  de  l'angle  ç,    après  avoir  formé  les  dérivées, 

dY 
Mais,  dans  cette  substitution,  la  dérivée  -7—  disparaîtra 

complètement  (2),  en  sorte  qu'on  n'aura  pas   à  tenir 
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compte  du  terme  -7—  -r?-  Profitant  des  autres  simplifica- 

tions  que  l'équation  (2)  peut  apporter  dans  la  valeur  de 

-r—  >  on  arrive  à  la  formule 
a  0) 


x; 


r  cos'  fl) 
«'fpsincp  —  wrcosç)  — ; dr=zo. 


L'intégration  devient  facile  quand  on  prend  pour  va- 
riable l'angle  ©.  En  effet,  les  valeurs  à  substituer  sous  le 

signe  I  sont  (2) 

V      I—  Scos^cp  ,  V       l-hCOS*(P     , 

r  =  -5 : 1 ,      dr=  ^-'   T-z r^-  a  <f  ; 

3  «>>    sin  «p  ces  tf  3  &>  sm^  (p  cos^  <p 

elles  changent  l'équation  précédente  en  celle-ci , 

*?»(!  —  3cos>)  (l  +  COS>) 


JÇ9 

?0 


sm'ç 


drf  =  Oy 


où  <po  et  ^1  représentent  les  valeurs  de  (f  correspondantes 
aux  distances  To  et  r^ ,  exprimées  en  fonction  de  ces  di- 
stances par  la  formule  (3).  Or,  sous  cette  forme,  on  trouve 
aisément  l'intégrale  indéfinie 

^,  .       5cos=*<p-- 3cos(p       I,      /^        I     \ 
L'équation  qui.  détermine  le  rapport  -  est  donc 

/(?.)-/(?o)=--0. 

Malheureusement  cette  équation  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  puisse  s'en  servir  commodément  dans  la  pra- 
tique. Il  suffira  de  savoir  que  Coriolis  (*),  auquel  est  dû 

'  )  Du  calcul  de  Veffet  des  machines,  p.  210;  1 829. 
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ce  calcul,  a  comparé  les  résultais  de  Tanalyse  avec  ceux 
de  l'observation,  et  a  trouvé  un  accord  satisfaisant  en  pre- 
nant le  coefficient  h  égal  à  — 

D'autre  part ,  les  expériences  de  Coulomb  (*)  et  de 
Smeaton  (*)  ont  montré  que  la  valeur  la  plus  avanta- 

j  W  .  2,5  2,7 

geuse  du  rapport  -  est  comprise  entre et  — -* 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  nomme  A  la  surface  de 
Tune  des  quatre  ailes  exprimée  en  mètres  carrés ,  et  \*  la 
vitesse  du  vent  exprimée  en  mètres  par  seconde,  le  travail 
moteur  T^  transmis  par  les  ailes  peut  se  calculer  par  la 
formule  empirique 

8.  Calcul  du  tray^ail  développé  par  la  vapeur  dans 
les  machines.  —  Nous  considérerons  une  machine  à  dé- 
tente ,  et  nous  supposerons  que  la  vapeur  agissant  sur  le 
piston  conserve  une  même  température  pendant  toute  la 
durée  de  son  action  -,  en  sorte  qu'il  faudra  concevoir  que 
les  parois  du  cylindre  restituent  à  la  vapeur  la  tempéra- 
ture qu'elle  perd  nécessairement ,  lorsqu'elle  change  de 
volume  en  agissant  par  détente.  Cette  température  con- 
stante de  la  vapeur  sera  celle  de  la  chaudière. 

Soient 

îl  la  surface  du  piston ,  exprimée  en  mètres  carrés  ; 

H  la  hauteur  du  cylindre  diminuée  de  l'épaisseur  du 
piston ,  exprimée  en  mètres  5 

A  la  portion  de  la  hauteur  H  que  parcourt  le  piston 
pendant  que  la  vapeur  agit  à  pleine  pression  ; 


(  *  )  Théorie  des  machines  simples. 

(')  Recherches  expérimentales  sur  l'eau  et  le  vent  (ouvrage  traduit  de 
l'anglais  par  Girard  ). 


54^  MÉCArilQtJE    RATIONNELLE. 

p  la  pression  de  la  vapeur  dans  la  chaudière  sur 
I  centimètre  carré,  exprimée  en  kilogrammes; 

p'  la  pression  de  la  vapeur  dans  le  condenseur,  ou  la 
pression  atmosphérique,  s'il  n*y  a  pas  de  condenseur. 

Le  travail  moteur  que  produit  la  vapeur  pendant 
qu'elle  agit  à  pleine  pression ,  est  évidemment  le  produit 
de  la  pression  par  le  volume  que  décrit  le  piston,  c'est- 
à-dire  loooop  îl  h  kilogramme  très. 

Si  Ton  nomme  x  la  hauteur  variable  de  la  partie  du 
cylindre  que  remplit  la  vapeur  lorsqu'elle  agit  par  dé- 
tente, la  pression  pendant  la  détente  sur  un  centimètre 

carré  de  la  surface  du  cylindre  est  —  ^  d'après  la  loi  de 

Mariotte;  par  suite,  le  travail  produit  par  la  détente  a 
pour  expression 

X^  dx  H^" 
=10000/»  û  Alog - 

Le  travail  résistant  de  la  vapeur  qui  se  trouve  dans  le 
condenseur,  pendant  toute  la  course  du  piston ,  est  égal  à 

—  iQooop'  alA^'^. 

Réunissant  toutes  ces  parties,  on  obtient  le  travail  de 
la  vapeur  pendant  la  course  entière  du  piston, 


1  oooo/? ah     I -4- log <--  —  ) 

\  h       p  h  ) 


Le  quotient  de  cette  quantité  par  le  nombre  de  courses 
simples  du  piston  en  une  minute  et  par  le  produit 
6o  X75 ,  sera  le  nombre  de  chevaux  qui  mesure  la  force 
théorique  de  la  machine. 

Le  travail  théorique  T,„  peut  encore  s'écrire 


T;„  =  ioooo/?p  (  i-f-log  .^  —  ^  ) 


km 
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en  nommant  t'  le  volume  engendré  par  le  piston  dans  sa 
course  pendant  l'admission  de  la  vapeur,  exprimé  en 
mètres  cubes,  ctp^  la  pression  que  la  vapeur  exerce  après 
la  délente  sur  i  centimètre  carré  de  la  surface  du  cylindre. 
On  juge  communément  de  la  bonté  d'une  machine  par 
la  quantité  de  travail  que  lui  communique  i  kilogramme 
de  houille  dans  sa  combustion.  Cherchons  l'expression 
de  cette  quantité  de  travail. 

Si  Von  nomme  n  le  nombre  d'unités  de  chaleur  (*)  que 
Ton  peut  utiliser  dans  un  bon  foyer  par  kilogramme  de 
,  combustible  brûlé,  le  poids  cr  du  combustible  nécessaire 
pour  transformer  un  poids  q  d'eau  à  la  température  f'  en 
vapeur  à  la  température  t  est  donné,  suivant  M.  Re- 
gnault  (*),  par  la  formule 

6o6,5-f-o,3o5^  — r' 
n 

D'autre  part,  suivant  les  lois  de  Gay-Lussac  et  de  Ma- 
riotte,  si  Ton  admet  que  le  litre  de  vapeur  à  la  tempéra- 
ture du  loo  degrés,  sous  la  pression  de  i  atmosphère, 
pèse  o^'jSgi,  et  que  l'on  prenne  le  coeflScient  de  dilata- 
tion de  l'air  égal  à  o,oo366,  le  volume  m  d'un  poids  q  de 
vapeur,  sous  la  pression  ^,  à  la  température  f ,  est  re- 
présenté par  la  formule 

1  -I-  o ,  oo366 1 
«.  =  1,27777 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  du  travail  T,„ 
et  divisant  le  résultat  par  or,  on  aura  le  travail  théorique 
produit  par  i  kilogramme  de  combustible,  lorsque  la 
chaudière  est  alimentée  par  de  l'eau  à  la  température  de 

(  '  )  L'unité  de  chaleur  esl  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever 
de  o  degré  à  i  degré  centigrade  la  température  de  i  kilogramme  d'eau. 

(')  Mém.  de  VAcad.  des  Se.  de  Paris{t.  XXI,  p.  726;  1847. 
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Page       4»   ligne     3,   remplacez  la /orinule  par  celle-ci  : 

[,  -lacosa       r,  nrt 

ix'tanga  _     '(«.-x-)' 

•'  Jo  L''  Jacosfx. 

[,                   -lacosa        pi  :c        ,n -la 

-  i*  tang al  -H  1 a'arc cos -  -t-  - a:|v^<f«  -  x"  1 

2  "^    Jo  L     2  «       2    '"  J«cosa 

Page  7,  ligne  19,  ««  /«>«  de  on  a  ,  /««?  on  a,  au  «as  des  axes  rectan- 
gulaires. 

Page     10,  ligne     6,  au  lieu  rfe  =  —  -  ~  . ,   ,  lisez  =  —  -  ^ 

Ibid.  ,  ligne     7 ,  au  lieu  rfe  -  ^ . . . ,  /«ez  ^  ~ 

on  3    2 

Page     25,  ligne  16,  au  lieu  de  — tfz,  lises  -h<jz. 
Page     28,  ligne     7,   au  lieu  de  enveloppe,  lises  mobile. 
Page     29,  ligne    3,  au  lieu  de  —7z,  lisez  2  z. 

Page    36,  ligne     2   en   montant,   au  lieu  de   V  2  7r  =  x  x  aire,    lisez 

V  =  2  TT  i  X  aire. 
Page    56,  ligne  12,  ««  lieu  de  sans  altérer  la  base  et  les  grands  c6tés, 

lisez  san»  altérer  les  grands  côtés  et  la  surface  du 

triangle. 
Page     78,   ligne     2  en  montant,   au  lieu  de.  BA,  lisez 
Page  104,   ligne     i,   au  lieu  de  de  Vp^  lisez  Pp. 
îhid,y  ligne     2,  changez  1/5  en  ^5. 

Page  io5,   li^ie     3,    au  lieu  de  ds ,  lisez  dz. 

Page  106,   ligne  jf\,   au  lieu  Je  t  -p,  lises  r  -p. 

ds  dr 

Puge  108,  ligne  12,  au  lieu  de  (x  —  2  fiy  ,  lisez  (x-i-2/3)'. 

Page  112,  ligne  2,  au  lieu  de  ^,  lisez 

Page  143,   ligne  i  en  montant,   au  lieu  de  herMn ,  lisez  Varis. 

Page  i56,  lignes  8,  9  et  i3,  ati  lieu  de  -=-r-,  lisez  -—r-. 

dl  d  0 

Page  184,  ligne  12,  au  lieu  de  Omit  y  lisez  O' mn. 

Page  188,  ligne  9,  au  lieu  de  elle  s'écarte  peu  d'une  perpendiculaire  îa 
la  ligne  des  centres ,  lisez  Tune  de  ses  branches 
8*écarte  peu  d'une  perpendiculaire  à  la  ligne  OA 
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Page  103;  dans  la  figure,  remplacez  la  lettre  inférieure  O'  par  la  lettre O. 

Page  l'iZ,  ligne  3  en  montant,  au  lieu  de  Commentaria  Petrop. ,  1737, 

page  i36,  lisez  CommentarU  Pctrop.,  1726 ,  p.  ia6. 

Page  228,  ligne    8,  au  lieu  de  pi'a-^-fia,  lisez  p.' a -\- fia', 

dz  dz 

Jhid,y  ligne  i4}  <>«  ^<^«  de  z  et  —  sont  nuls,  lisez  -j-  est  nul. 

Page  2^0;  ligne     1  d  montant,  au  lieu  de  «„^, ,  /we^  «r      — x. 

Page  254 ,  ligne    5  en  montant,   au  lieu  de  p(at—jr),  lisez  p{^t  — y ) . 

Page  iCrij  ligne     6,  au  lieu  de  ia,  lisez  ih. 

Page  aCg,  ligne  18,  au  lieu  de  =:-2  1      ¥dr,  lisez  = -^  2   l     ¥  dt\ 

s  • 

Page  27 1 ,  ligne  1 6,  au  lieu  de\agrzs^a0,  lisez  n  log r  =  ^ . 
Page  282,  ligne    3,  au  lieu  de  i8i"48'.  •  -,  Usez  i8o"54'. 
Ibid,,  ligne    4»  «»  ''^»  ^  i**48'.  Usez  0054'. 

1  » 

fl'  n  ' 

Page  289,  ligne    5  en  montant,  au  lieu  de  --,  Usez  — . 

A  Al 

Page  293,  ligne    5  en  montant,   au  lieu  de  ,  /«e«    ^   ^ 
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Page  307,  ligne     2,   au  lieu   de  v^  =z  ^', -^-^  Y,  //i<?ir  p' =  Y  ^  :  4^. 


